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Thus the history of solid-state physics in general, and of semicon-
ductors in particular, is not so much about great men and women
and their glorious deeds, as about the unsung heroes of thousands
of clever ideas and skillful experiments—reflection of an age of or-
ganization rather than of individuality.

– Ernest Braun

本章介绍在 1900-1930年发展出的一些重要的固体理论. 让我们假想我
们回到 1900年. 那时我们对物质世界的了解处在一个非常有意思的状态. 那
时,人们刚刚已经知道物质是由原子构成的,发现电子并提出电子是原子的组
成部分. 已经有了完整的热力学、经典统计力学和电磁学理论,对物质的电学
性质有初步的了解,早期的能量量子化假说. 当时,人们对晶体的微观结构已
经有一些初步的猜测,但是晶体结构的确立,要等到 1913年布拉格父子的 x光
衍射实验. 1925-1926年,基于矩阵力学和薛定谔方程的量子力学被提出. 那个
时代的物理学家提出的早期理论, 已经能够较好地解释当时已知的许多实验
现象,提升了人们对固体材料的微观世界了解,为固体物理学的发展奠定了基
础.

虽然我们在历史的场景下讨论这些早期的成功理论,这一章的主要内容
和主要目的并不是回顾历史. 即便是在今天,早期简单的模型和理论为许多问
题的理解提供物理图像,甚至可以提供数量级或者半定量估算,在对很多实验
的基本描述中,非常有用. 那时引入的许多概念,如弛豫时间、能带等等,也是
现代固体物理学基本语言的一部分. 通过对早期理论的学习,我们在初步了解
到一些在固体物理学中所关注的问题. 我们会发现,我们往往会通过描述微观
粒子 (如电子和原子核)的运动,导出关于固体宏观性质的理论,包括热力学和
输运性质等. 也会学习一些常用的概念,例如 𝒌空间及其求和、能带色散关系、
磁性、声子等等,为进一步的学习奠定基础.

1.1 德鲁达的金属电子理论
即便是在远古时代,人们就认识到金属是一类特别的物质. 比较确定的考

古证据显示人们最早在公元前 5000年掌握了熔炼铜的技术1, 开启了铜器时 1: Radivojevic et al. J. Archaeol.
Sci. 37 2775 (2010)代. 另一些考古证据显示,在公元前 14世纪的商代中期,人们已经掌握了铁的

冶炼方法2. 金属具有优越的力学性质和可延展性,可以用来煅铸工具,给当时 2: 陈建立等. 《文物》9(8), 45
(2012).的人们带来技术革新. 金属还展示不同颜色的光泽,是电和热的良导体. 事实

上, 1799年伏打制作伏打电堆时,就用铜、银或者锌制作电极或者电线,说明
人们已经知道金属可以传导电荷. 十九世纪 20年代,安培定律和欧姆定律被
提出,说明人们对电流已经有非常深入的认识了. 然而在微观层面上,金属中
的电流是什么,是由什么微观粒子的运动造成的,人们并不清楚.

1897年,约瑟夫·汤姆孙通过观测阴极射线在电场下的偏转,认为阴极射
线管中的稀薄气体释放出带电粒子,提出电子是组成原子的一部分. 3这对人 3: 汤姆孙当时称之为 corpuscle,

后来人们才称之为电子 electron.

https://archaeology.pku.edu.cn/2012gansulintanmogousiwawenhuamuzangchututieqiyuzhongguoyetiejishuqiyuan.pdf
https://archaeology.pku.edu.cn/2012gansulintanmogousiwawenhuamuzangchututieqiyuzhongguoyetiejishuqiyuan.pdf
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们对物质的认识带来了极为深刻的影响. 特别地,在固体物质中传导电流的微
观粒子是不是电子呢? 在 1900年,德国物理学家保尔·德鲁达4基于玻尔兹曼4: Paul Drude. 发 音 大 概 是

[’dru:da] 的经典气体的动理学理论, 提出了关于带有电荷的电子气体在金属中的运动
理论. 德鲁达的理论不依赖于对金属的微观结构的详细了解,而后者在当时人
们还缺少微观的了解 (下一章中我们会详细讨论). 德鲁达的理论非常的成功,
对金属导电性提供了第一个微观理论. 时至今日,仍然为我们提供了对金属中
电子传导的图像理解和简便的估算.

德鲁达的理论中,电子是带电的经典气体粒子. 也就是说,电子具有电荷
−𝑒,不考虑其量子效应. 在此基础上,德鲁达引入三个对金属中电子运动的基
本设定：

(1)在大多数时候,电子-电子以及电子-离子相互作用被忽略不计. 在外加
的电磁场作用下,电子会在电磁力作用下按照牛顿力学做经典运动.

(2)自由运动的电子会有一定的几率发生碰撞,连续两次碰撞的平均时间
间隔称为弛豫时间 𝜏 . 在气体的动理学理论中,碰撞事件可以瞬间改变粒子的
动量. 德鲁达认为,碰撞事件主要来自于电子被离子所散射. 从今天的观点来
看, 确实电子-电子散射在一般的金属传导中是最不重要的. 然而把电子的碰
撞归结为离子散射也不准确,那是后话. 目前我们只要认定在金属中的电子会
发生某种碰撞即可.

(3)在经历一次碰撞事件后,电子会在瞬间和它的环境达成热平衡. 也就
是说,碰撞后被散射的电子的速度与碰撞前的状态无关,其分布只决定于碰撞
事件附近的局域温度. 在没有外场时,处于平衡状态的金属中的电子永不停息
地向不同方向做热运动,然而这并不会引起宏观的电流,因此可以推断平衡态
的电子的平均速度为零.

德鲁达的理论将电子的输运过程视为随机过程,因为散射是随机事件,其
中基本的问题是：假设在 𝑡 时刻,电子的动量为 𝒑,那么在 𝑡 + d𝑡 时刻,电子的
动量是多少？根据上面的基本设定 (2),我们所知道的是碰撞发生的频率或者
在某时间段上碰撞发生的几率. 因此当我们谈及电子的动量或者速度时, 严
格讲我们说的是电子的平均动量或者速度, 也就是对随机事件平均后的期望
值.

在 𝑡 到 𝑡 + d𝑡 这段时间里,如果电子没有发生散射,其速度由外力 𝒇 加速,
动量为 𝒑 + 𝒇d𝑡；与之相应,发生了散射,其平均速度变为零. 根据弛豫时间 𝜏
的定义,在 𝑡到 𝑡 +d𝑡这段时间里,电子发生散射的几率为 t/𝜏 . 于是我们得出

𝒑(𝑡 + d𝑡) = (1 − d𝑡/𝜏 )(𝒑(𝑡) + 𝒇d𝑡) + (d𝑡/𝜏 )𝒑eq. (1.1)

按照假设 (3), 𝒑eq = 𝟎,由此我们得到运动方程

̇𝒑 = 𝒇 − 𝒑
𝜏 . (1.2)

我们看到, 如果外力为零, 则 𝒑(𝑡) = 𝒑(0) exp(−𝑡/𝜏 ), 电子的平均速度会弛豫到
零.
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(1)直流电场中的电子

我们通常引入电导率张量,来描述物质中电流密度和外加电场这两个矢
量的线性关系5 5: 一般来说电导率是张量.由于

电子气体具有旋转不变性, 可以
认为电导率是旋转不变的, 也就
是一个标量.

𝒋 = 𝜎𝑬. (1.3)

电流密度是单位面积上穿过的电流, 𝑗 = 𝐼 /𝐴. 根据欧姆定律, 𝐼 = 𝑉 /𝑅 = 𝐸𝐿/𝑅,所
以,电导率是 𝜎 = 𝐿/𝐴𝑅. 我们也可以定义材料的电阻率

𝜌 = 𝜎−1, 𝑬 = 𝜌𝒋. (1.4)

电导率和电阻率是材料的内禀性质, 不依赖于所测量样品的几何形状和尺
寸.

设导体中的电子密度为 𝑛,以平均速度 ⟨𝒗⟩做定向运动,则会形成平行于
𝒗 方向的电流. 在 d𝑡 时间内,电子前进的距离为 𝑣d𝑡 ,那么穿过面积 𝐴的电量
为 −𝑛𝑒𝑣𝐴d𝑡 ,则电流密度为

𝒋 = −𝑒𝑛⟨𝒗⟩, (1.5)

这里的 𝑛 是电子的密度. 在直流情形下,电子做匀速定向运动,则 ̇𝒑 = 0. 那么
根据方程 (1.2),电子的平均运动速度为

⟨𝒗⟩ = −𝑒𝑬𝜏𝑚 , (1.6)

由此立刻可以得到导体的直流电导率为

𝜎0 = 𝑛𝑒2𝜏
𝑚 . (1.7)

这里用下标 0标记直流 (零频)的情况.

如果我们测量材料的电导率,并且知道电子的密度,则可以推算弛豫时间.
在下表中, 我们看到在室温这些单质金属的电阻率大概在 10 𝜇Ω⋅cm数量级6.

6: 微欧姆厘米.在单位中希腊字
母 𝜇(读音” 谬”) 通常是 micro 的
缩写,意为 10−6.

我们可以估算金属的中电子的弛豫时间的数量级. 原子的半径大概是 3埃,对
于碱金属每个原子有一个价电子, 因此我们可以假设平均每个电子的体积是
半径为 3埃的球体积

𝑛 ∼ 3
4𝜋(3.0 × 10−10m)3 ≈ 8.84194 × 1027m−3

使用电子的静质量 9.10938 × 10−31 kg,典型电阻率 𝜌 ∼ 10 𝜇Ω⋅cm ,有

𝜏 ∼ (107 Ω−1 ⋅m−1)(9.10938 × 10−31 kg)
(8.84194 × 1027 m−3)(1.60218 × 10−19 C)2 ≈ 4.0 × 10−14 s.

事实上,金属电子在室温下典型的弛豫时间在 10−15 ∼ 10−14 秒数量级,与上面
的估算相符.

如果我们知道传导电流的电子的平均运动速度,设为 𝑣,我们可以引入平
均自由程7 7: mean-free path

ℓF = 𝑣𝜏 , (1.8)
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平均自由程描述电子在连续两次碰撞之间自由传播的平均距离. 由于德鲁
达模型考虑的电子为经典粒子, 可以使用能均分定理 1

2𝑚𝑣2 = 3
2𝑘B𝑇 得到电

子运动的平均速度约为 1.2 × 105 m/s. 这样可以估算出电子的平均自由程在
1 ∼ 10 Å,正好是原子间距的尺度. 由此我们会自然的推测,运动的电子主要是
受到固体中的离子散射,这也是德鲁达最初的猜测. 然而,人们发现实际电子
的运动速度比经典的估计快一个数量级,在高质量的二维电子气中,电子的弛
豫时间可以高达 10−8秒,8比平均原子间距大了 5个数量级. 必须要指出,完美8: Nature Materials 20, 632-637

(2021). 晶体材料中的电子实际上会在晶体中自由传播, 并不会如德鲁达所设想那样
频繁地被离子所散射.

虽然德鲁达模型缺少对微观碰撞精确描述,而且关于弛豫时间有数量级
的错误, 德鲁达模型依然非常成功, 时至今日, 仍然被广泛地用来定性理解金
属中的电子输运现象.

(2)交流电场中的电子和等离子震荡

现在考虑交变电场的稳态电流响应. 我们假设均匀的交变电场

𝑬(𝑡) = 𝑬𝑒−i𝜔𝑡 + 𝑬∗𝑒i𝜔𝑡 (1.9)

解释一下我们使用的记号习惯：这里 𝐸(𝑡)和 𝐸 是不同的物理量,物理的电场
𝑬(𝑡)是时间的实函数,而 𝐸 是一个不依赖时间的复数. 在稳态过程中,体系的
物理量 (如电流、动量等)也按同样的频率振荡,所以也可以写成类似的形式.
则对应的纵向电流为

𝒋(𝑡) = 𝒋𝑒−i𝜔𝑡 + c.c. = 𝜎𝑬𝑒−i𝜔𝑡 + c.c. (1.10)

其中 c.c.表示加号前面一项的复共轭, 9这里即是 𝑗∗𝑒i𝜔𝑡 . 注意在频域对时间的9: complex conjugate.
导数可以写作：𝜕𝑡 → −i𝜔,则由公式 (1.2)可得

−i𝜔𝒑 = −𝑒𝑬 − 𝒑
𝜏 (1.11)

求解得出电子运动速度,可以知道电流为 𝒋 = −𝑒𝑛𝒑/𝑚. 所以,交流电导率为

𝜎 = 𝜎0
1 − i𝜔𝜏 . (1.12)

如果电场并非均匀的,但是在空间上变化足够的缓慢,也就是说如果电场
在平均自由程的尺度上变化并不明显,上面的推导也是适用的. 特别地,可见
光的波长大约是 103 − 104 Å,远大于典型金属的平均自由程. 对于这样的情形,
我们可以直接推广上面的公式为

𝑗(𝒓, 𝜔) = 𝜎(𝜔)𝑬(𝒓, 𝜔). (1.13)

然而, 要将德鲁达理论用于电磁波在金属中的传播, 我们应该在公式
(1.11)加入洛伦兹力 −𝑒𝒗 × 𝑩. 电磁波中的磁场通常非常小,可以忽略不计. 由
波动方程可知, 𝐵 ∼ 𝐸/𝑐,所以洛伦兹力是静电力之比大约为 𝑣/𝑐. 由于金属中电
子的运动速度远低于光速,我们通常可以安全地忽略掉 𝐵场的效应.

(https://doi.org/10.1038/s41563-021-00942-3
(https://doi.org/10.1038/s41563-021-00942-3
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现在我们考察由于光的照射,在金属中激发的振荡电流. 要确定电场和电
流的关系,我们使用微观麦克斯韦方程. 10 对三个麦克斯韦方程 (法拉第定律) 10: 四个麦克斯韦方程 (国际单

位制)：

∇ ⋅ 𝑬 = 𝜌
𝜖0

,

∇ ⋅ 𝑩 = 0,

∇ × 𝑬 = −𝜕𝑩𝜕𝑡 ,

∇ × 𝑩 = 𝜇0𝒋 + 𝜇0𝜖0
𝜕𝑬
𝜕𝑡 .

(1.14)

取旋度,引入第四个麦克斯韦方程 (安培定律),

−∇2𝑬 = i𝜔(𝜇0𝒋 − i𝜔𝜇0𝜖0𝑬). (1.15)

使用 𝒋 = 𝜎𝑬 ,得到

(
𝜔2

𝑐2 𝜖r(𝜔) + ∇2)𝑬 = 0, (1.16)

其中, 𝜖r(𝜔)相对为介电函数

𝜖r(𝜔) =
𝜖(𝜔)
𝜖0

= 1 + i𝜎
𝜖0𝜔

. (1.17)

请读者检查上面公式的第二项确实是无量纲的 (注意我们使用国际单位制).

可见光的频率大约是 1015 Hz, 那么我们可以考虑 𝜔𝜏 ≫ 1 的极限, 𝜎 ≈
i𝜎0/𝜔𝜏 . 由此得到

𝜖r(𝜔) = 1 − Ω2
p

𝜔2 (1.18)

其中 Ωp 是所谓的电子等离子频率,通常简称等离子频率

Ω2
p = 𝑛𝑒2

𝜖0𝑚
. (1.19)

注意到方程 (1.16)是一个波动方程,当其 𝜖r(𝜔) < 0,对应的波矢为复数,其解会
在样品中指数衰减. 因此,当 𝜔 < Ωp,光不能在样品中传播. 然而,如果 𝜔 > Ωp,
电磁波可以在样品中传播,金属会变得透明. 例如紫外频段的光可以透过碱金
属,虽然碱金属在可见光区是不透明的. 事实上,碱金属与德鲁达理论符合非
常好,使用它们的价电子密度代入 (1.19)就可以较为准确的估算它们的等离子
频率. 其他金属的介电函数则体现出更为复杂的行为,德鲁达理论无法完全地
描述.

在等离子频率上,金属中发生了什么？我们如果对安培定律取散度,再代
入高斯定律,可以发现连续方程

𝜕𝑡𝜌(𝒓, 𝑡) + ∇ ⋅ 𝒋(𝒓, 𝑡) = 0;
− i𝜔𝜌(𝒓, 𝜔) + ∇ ⋅ 𝒋(𝒓, 𝜔) = 0. (1.20)

所以,麦克斯韦方程自然隐含电荷守恒. 如果我们代入 𝒋 = 𝜎𝑬 ,立刻可以有

(−i𝜔 + 𝜎/𝜖0)𝜌 = 0 (1.21)

这个方程恰恰是在上面的等离子频率时有解. 不过,方程的形式体现了这样的
解对应了发生电荷密度震荡所需要的频率,这样的电荷密度波震荡,称为等离
子震荡.

经典的等离子震荡,可以这么理解：当电子气整体发生位移,与体系的整
体的正电荷产生一个吸引的相互作用,形成回复力,可以支持电子密度整体往
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复运动的集体模式. 当外交的光场与这个往复震荡模式共振,就可以产生等离
子震荡.

(3)电场和磁场中的电子

如果我们考虑外加的直流电场和磁场,德鲁达运动方程为

̇𝒑 = −𝑒 (𝑬 + 𝒑
𝑚 × 𝑩) − 𝒑

𝜏 . (1.22)

我们看到,洛伦兹会造成电子运动的偏转,产生的运动速度可以垂直于由于电
场加速形成的运动. 洛伦兹力偏转带来的横向电子运动所产生的物理效应,称
为霍尔效应. 埃德温·霍尔在阅读了麦克斯韦关于磁力对导体和电流的影响的
论述之后,认为需要区分清楚磁力到底是对导线还是电流发生影响. 因此他设
计了实验测量来辨明其中的差别,在 1879年报道了他的结果11,霍尔效应因此11: E.H. Hall: ”On a New Action

of the Magnet on Electric Cur-
rents”. American Journal of Math-
ematics vol 2, 1879, p.287-292

得名.

在霍尔的实验中,导体是沿着 𝑥 方向的金属线,在 𝑥 方向两端连接电极施
加电场 𝐸𝑥 ,在垂直于平面的 𝑧 方向施加磁场. 电极外接电路形成闭路,可以传
导电流 𝑗𝑥 . 沿 −𝑥 方向运动的电子受到洛伦兹力,向 −𝑦 方向发生偏转,电荷在
金属线的两侧积累. 然而,电荷积累形成内建电场 𝐸𝑦 ,可以抗衡电子的偏转运
动. 当电荷积累到一定程度, 𝐸𝑦 和洛伦兹力取得平衡,因此在稳态只会有纵向
(𝑥 方向)的电流. 横向的电场 𝐸𝑦 称为霍尔场,与之对应的在金属线两侧形成的
电压称为霍尔电压.

图 1.1:霍尔实验的示意图.

由电、磁场下的运动方程 (1.22)可以得出在稳态条件下 ̇𝒑 = 0,有

[
1/𝜏 𝜔𝑐
−𝜔𝑐 1/𝜏] [

𝑝𝑥
𝑝𝑦] = −𝑒 [

𝐸𝑥
𝐸𝑦] (1.23)

其中
𝜔𝑐 =

𝑒𝐵
𝑚 (1.24)

为回旋共振频率. 由于金属线没有 𝑦 方向电流,令 𝑝𝑦 = 0,得到

𝐸𝑦 = −𝑚𝜔𝑐
𝑛𝑒2 𝑗𝑥 = − 𝐵

𝑛𝑒 𝑗𝑥 . (1.25)

通常人们会引入霍尔系数

𝑅H = 𝐸𝑦
𝑗𝑥𝐵

. (1.26)

那么根据德鲁达理论,金属的霍尔系数为

𝑅H = − 1
𝑛𝑒 . (1.27)

因此,德鲁达的理论指出,霍尔系数完全决定于金属中的电荷密度.

当取 𝑛 为平均价电子密度时, 简单金属的霍尔系数与公式 (1.27)符合非
常好,如只有一个价电子的碱金属. 但是对于一般的金属,简单的公式 (1.27)失

https://web.archive.org/web/20070208040346/http://www.stenomuseet.dk/skoletj/elmag/kilde9.html
https://web.archive.org/web/20070208040346/http://www.stenomuseet.dk/skoletj/elmag/kilde9.html
https://web.archive.org/web/20070208040346/http://www.stenomuseet.dk/skoletj/elmag/kilde9.html
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效,甚至许多金属的霍尔系数为正数. 此处需要指出,电子的电荷决定了 𝐸𝑦 的
方向. 如果电子 (准确地说,应该是“载流子”)带正电荷,那么 𝐸𝑦 会反向,则
霍尔系数为正数. 霍尔的实验发生在汤姆孙发现电子之前,不过碰巧他所得出
的电荷的符号与后来汤姆孙的结论一致. 然而德鲁达模型不能解释在一些体
系中霍尔系数为正数的现象.

霍尔实验中另一个有趣的物理量是磁场下纵向电流. 我们可以定义磁电
阻 (常简称为 “磁阻”)

𝜌(𝐵) = 𝐸𝑥
𝑗𝑥

. (1.28)

霍尔实验中发现磁阻与磁场无关,这与德鲁达理论一致. 然而在更多的金属中,
磁阻行为可以变得非常复杂,是德鲁达理论无法解释的.

(4)热输运

傅里叶定律告诉我们,在材料中的热流与温度梯度 −∇𝑇 成正比,比例系数
为热导率 𝜅

𝒋𝑄 = −𝜅∇𝑇 . (1.29)

也就是说, 如果材料的两端处于不同的温度, 热端的能量会以热流的形式, 向
低温的一端传递. 如果两端温差是固定的,体系可以达成稳态,具有定常的温
度梯度和热流. 现在我们知道,固体材料中的电子和原子都可以传导热能. 对
于金属,传导电子12运动主导热输运,因此德鲁达的理论另一个巨大的成功是 12: 这里强调 “传导电子”, 是因

为现在我们知道金属中的电子
导电主要是由于原子的外层电子
(也就是价电子) 的运动, 而内层
电子对电子主导的输运现象没有
贡献.

可以解释热输运中的魏德曼-佛朗兹经验规律：许多金属材料的热导率和电导
率之比与温度成正比. 因此, 𝜅/𝜎𝑇 被称为洛伦兹数.

图 1.2:电子传导热的过程.

我们考虑只有在 𝑥 方向有温度梯度的情形. 显然, 在稳态时温度梯度
−d𝑇 /d𝑥 为常数,否则会有局域热量积累和温度变化. 根据德鲁达的假设 (3),电
子在散射后与所在位置达成局域热平衡, 因此在温度高的位置的出射电子较
热,而在温度低的地方出射的电子较冷. 在没有外加电场的时候,虽然体系中
任意位置电子的平均速度为零,依旧可以形成净余热流. 考虑在 𝑥 − ℓF 处出射
的一个电子,携带的平均热能为 𝜀(𝑇 (𝑥 − ℓF)),而从 𝑥 + ℓF 出发,经过 𝜏 时间到达
𝑥 的电子携带的热能为 𝜀(𝑇 (𝑥 + ℓF)). 可以计算在 𝑥 处的净余热流

𝑗𝑄 = 𝑛𝑣𝑥
2 [𝜀(𝑇 (𝑥 − ℓF)) − 𝜀(𝑇 (𝑥 + ℓF))] (1.30)

其中 1/2的因子来源于电子向 ±𝑥 方向运动的几率相等. 当平均自由程相比于
样品尺寸足够小时,可以写作

𝑗𝑄 = −𝑛𝑣2𝑥 𝜏
d𝜀
d𝑇

d𝑇
d𝑥 (1.31)

气体中粒子在各个方向的平动均方速度相同,因此 ⟨𝑣2𝑥 ⟩ = 1
3 ⟨𝑣

2⟩,注意到
𝑛d𝜀/d𝑇 其实是电子 (单位体积)比热 𝑐𝑉 ,于是有

𝜅 = 1
3𝑣

2𝜏𝑐𝑉 . (1.32)
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考虑洛伦兹数
𝜅
𝜎𝑇 = 𝑚

3𝑒2
𝑣2𝑐𝑉
𝑇 . (1.33)

经典理想气体的比热为 𝑐𝑉 = 3𝑛𝑘B/2,而根据麦克斯韦-玻尔兹曼分布其均方速
率 3𝑘B𝑇 /𝑚. 代入上式得到

𝜅𝑇
𝜎𝑇 = 3𝑘2B

2𝑒2 . (1.34)

我们发现,德鲁达模型给出的洛伦兹数表达式只依赖于两个物理常数,玻尔兹
曼常数和单位电荷,因此确实是一个常数. 将这些 𝑘B 和 𝑒 的数值代入,我们发
现德鲁达理论的洛伦兹数为 1.11 × 10−8 W⋅Ω ⋅ K−2,这比典型的实验测量的数
值小大约一半.

虽然存在两倍的数值误差, 13德鲁达的理论依然非常令人惊叹. 然而, 实13: 德鲁达的计算中, 电导率有
一个二倍因子的错误 (见习题一),
使得他得到的洛伦兹数完美符合
实验.

验测定的电子比热与经典值 3𝑛𝑘B/2相去颇远. 事实上, 实验值比经典值要小
两个数量级,不过恰好电子的均方速度要比经典值大两个数量级. 由于这个两
个误差互相抵消, 使得德鲁达理论看起来与实验具有非常好的匹配. 实际上,
电子作为自旋 1/2费米子的量子特性,会对气体的物理性质 (例如比热、速度
分布)产生重要影响,这是下一节的内容.

1.2 索末菲的自由电子气体模型
1925年,泡利提出他的不相容原理,指出两个不可分辨的费米子不能处于

相同的单粒子态. 1926年, 费米和狄拉克分别提出了费米-狄拉克分布. 14 阿14: 德国物理学家帕斯库尔. 约
当 (Pascual Jodan) 是第一个发
现费米-狄拉克分布的人. 下面
的话摘自 Engelbert L. Schucking,
Physics Today 52, 10, 26 (1999):
”I hate Jordan’s politics,” Born re-
sponded, ”but I can never undo
what I did to him: In December
of 1925 I went to America to give
lectures at MIT. I was editor of
the Zeitschrift fur Physik and Jor-
dan gave me a paper for publica-
tion in the journal. I didn’t find
time to read it and put it in my
suitcase and forgot all about it.
Then when I came back home to
Germany half a year later and
unpacked, I found the paper at
the bottom of the suitcase. It con-
tained what came to be known
as the Fermi-Dirac statistics. In
the meantime, it had been discov-
ered by Enrico Fermi and, inde-
pendently, by Paul Dirac. But Jor-
dan was the first.”

诺尔德·索末菲提出,自由电子作为费米子服从费米-狄拉克分布,解决了经典
的德鲁达理论中的热输运问题. 那时,人们已经知道薛定谔方程,因此我们将
基于薛定谔方程,先建立电子气体的量子理论. 虽然我们的物理空间是 3维的,
但是人们时常会研究低维体系. 因此,这里我们给出电子气模型在任意维欧氏
空间的介绍.

(1)自由电子气

在 𝑑 维空间中一个尺寸为 𝐿𝑑 的盒子中, 有 𝑁 个无相互作用的电子, 质
量为 𝑚𝑒 . 对于宏观尺度的材料, 盒子的体积 𝑉 = 𝐿𝑑 → ∞, 不过电子的密度
𝑛 = 𝑁 /𝑉 为常数,这通常称为热力学极限. 由于电子之间没有相互作用,我们可
以直接求解单粒子波函数和对应的能级 𝜀. 相应的定态薛定谔方程为

𝑝2
2𝑚𝑒

𝜓(𝒓) = −ℏ
2∇2
2𝑚𝑒

𝜓(𝒓) = 𝜀𝜓 (𝒓) (1.35)

其中位置在笛卡尔坐标中写作 𝒓 = 𝑟𝑖 ̂𝑒𝑖 , ̂𝑒𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑑)为笛卡尔坐标基矢. 例
如,三维空间中, ̂𝑒1 = �̂�, ̂𝑒2 = �̂�, ̂𝑒3 = ̂𝑧.

图 1.3:电子气体和波恩-冯·卡曼
边条件.

对于宏观尺度的盒子,边界条件对于盒子里的电子气体的体态性质质影
响是微不足道的. 方便起见,我们选取周期边条件：电子往 ̂𝑒𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑑)方
向移动 𝐿 ,波函数不会发生任何变化.

𝜓(𝒓 + 𝐿 ̂𝑒𝑖) = 𝜓 (𝒓) (1.36)

https://physicstoday.scitation.org/doi/10.1063/1.882858
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这样的周期边条件也被称为波恩-冯·卡曼边条件.

薛定谔方程 (1.35)的解为平面波15 15: 由于哈密顿量跟自旋无关,
所以体系的自旋为好量子数. 我
们可以任意选取 z轴为自旋量子
化轴, 波函数可以分为上、下自
旋, 这里给出两种自旋共同的轨
道波函数.

𝜓𝒌𝑠(𝒓) =
𝑒i𝒌⋅𝒓
√𝑉 (1.37)

其中 𝒌 为一常矢量,对应的能级为

𝜀𝒌 = ℏ2𝑘2
2𝑚 . (1.38)

注意,每个能级都具有二重自旋简并. 波函数是在全空间正交归一的

⟨𝒌|𝒌′⟩ = ⟨𝜓𝒌 |𝜓 ′𝒌⟩ = ∫ d3𝑟𝜓 ∗𝒌(𝒓)𝜓𝒌′ (𝒓) = 𝛿𝒌𝒌′ . (1.39)

其中,等式最右边是离散德尔塔函数 (Kronecker delta).

波恩-冯卡曼边条件对波矢 𝒌 的取值是有限制的,因为

𝜓𝒌(𝒓 − 𝐿 ̂𝒆) = 𝜓𝒌(𝒓), ̂𝒆 = �̂�, ̂𝒚, ̂𝒛. (1.40)

这意味着
𝐿𝒌 ⋅ ̂𝒆 = 𝑛𝑒2𝜋, 𝑛𝑒 ∈ ℤ. (1.41)

或者可以写为
𝑘𝑖 =

𝑛𝑖2𝜋
𝐿 . (1.42)

在三维的 𝒌-空间中,在 𝑘𝑒 (𝑒 = 𝑥, 𝑦, 𝑧)方向上取点都是 2𝜋/𝐿的整数倍,形成均
匀的 𝒌-网格. 𝒌-网格平均每个格点平均体积为 (2𝜋/𝐿)𝑑 .

图 1.4:二维电子气的 𝒌空间和能
带色散.

在后面的许多计算中,我们需要对 𝒌-网格求和. 考虑如下求和

∑
𝒌

𝐹 (𝒌) (1.43)

当 𝐿为宏观数量时, 1/𝐿 ∼ 10−22, 𝒌 点之间的间距非常小,我们可以把上面的求
和看做是黎曼和,而写作 𝒌-空间中的积分

∑
𝒌

𝐹 (𝒌) → 𝐿𝑑 ∫
d𝑑𝑘
(2𝜋)𝑑 𝐹 (𝒌) ≡ 𝐿𝑑 ∫[d𝑘]𝐹 (𝒌). (1.44)

如上所述, 对于宏观固体, 𝒌 点之间的间距非常小, 因此我们可以把色散
关系 𝜀𝒌 看做是连续函数. 泡利不相容原理指出,作为自旋-1/2费米子,电子不
能同时占据同一个单粒子态. 由于哈密顿量和自旋无关,能级 𝜀𝒌 也和自旋无
关,所以每一个能级具有二重自旋简并,最多可以填充两个电子；或者说每个
指定自旋的平面波态 |𝒌𝑠⟩最多只能填充一个电子. 如果考虑有限温度的情形,
这就是费米-狄拉克分布, 对于能量为 𝜀 的单粒子态, 热平衡时其平均占据数
为

𝑓 0(𝜀) = 1
𝑒𝛽(𝜀−𝜇) + 1 (1.45)
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这里, 𝛽 = 1/𝑘B𝑇 , 𝜇 是化学势. 这里我们没有包含自旋简并. 在本章中,对于有
自旋简并的情形,我们会手动乘以 2倍的因子. 注意,费米-狄拉克分布函数是
能级、温度和化学势的函数,不过按惯例我们通常只写出变量 𝜀. 这里 𝑓 0 上标
0,是提示我们这是体系在没有外场扰动时的平衡分布函数.

图 1.5:费米-狄拉克分布函数.

在零温下 𝛽 → ∞,

𝑓 0(𝜀) = 𝜃(𝜇 − 𝜀), 𝑇 = 0. (1.46)

因此,在零温下在化学势以上的费米子能级都不被占据,而在化学势以下的费
米子能级占据数为 1. 对于式 (1.38)中的色散,只要 𝜇 > 0,就会有电子能级被
占据. 我们可以想象是将电子从 𝑘 = 0开始,能量由低到高逐次填入能级,每个
能级放入两个自旋相反的电子. 最高占据的能级即为零温时的化学势,也被称
为费米能级 𝜀F,对应的波矢 𝑘F 称为费米波矢：

lim𝑇→0 𝜇 = 𝜀F. (1.47)

显然给定费米能, 𝑘F 形成一个 𝑑 维球面,称为费米面,费米面所包裹的 𝑑 维球
体则称为费米球. 令 𝑔𝑠 = 2表示自旋简并,费米球内的总电子数为

∑
𝑘≤𝑘F

𝑔𝑠 = 𝑔𝑠𝑉 ∫
𝑘≤𝑘F

[d𝑘] = 𝑔𝑠𝛼𝑑𝐿𝑑𝑘𝑑F (1.48)

其中, 𝜈𝑑 其实是 𝑑 维单位球体积除以 (2𝜋)𝑑 . 若令 Ω𝑑 为 𝑑 维球面所包含的立
体角,则

𝛼𝑑 = Ω𝑑
𝑑(2𝜋)𝑑 ;

Ω1 = 2, Ω2 = 2𝜋, Ω3 = 4𝜋;
𝛼1 = 1

𝜋 , 𝛼2 = 1
4𝜋 , 𝛼3 = 1

6𝜋2 .

(1.49)

因此有电子的平均密度为

𝑛 = 𝑁
𝐿𝑑 = 𝑔𝑠𝛼𝑑𝑘𝑑F . (1.50)

对于任意温度 𝑇 ≥ 0,电子的密度都可以写为

𝑛 = 1
𝐿𝑑 ∑

𝒌
𝑔𝑠𝑓 0(𝜀𝒌) = 𝑔𝑠 ∫[d𝑘]𝑓 0(𝜀𝒌). (1.51)

如果体系的体积 𝑉 没有发生改变,则 𝑛为常数. 𝑓 0(𝜀)是显含温度的函数,要使
得体系的密度不变,可见化学势 𝜇 也必须是温度的函数.

(2) k-空间求和与积分

对于如下形式的积分
∫[d𝑘]𝐹 (𝜀𝒌) (1.52)
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我们可以利用如下变形

∫[d𝑘]𝐹 (𝜀𝒌) =
Ω𝑑
(2𝜋)𝑑 ∫

∞

0
d𝑘𝑘𝑑−1𝐹 (𝜀𝒌)

= Ω𝑑
(2𝜋)𝑑 ∫

∞

0
d𝜀 𝑚ℏ2 (

2𝑚𝜀
ℏ2 )

𝑑/2−1
𝐹 (𝜀)

= ∫
∞

−∞
d𝜀 𝑔(𝜀)𝐹 (𝜀)

(1.53)

这里,我们引入 𝑔(𝜀),称为单位体积的态密度 (不计入自旋简并),或者简称态密
度

𝑔(𝜀) = Ω𝑑
2(2𝜋)𝑑 (

2𝑚𝑒
ℏ2 )

𝑑/2
𝜀𝑑/2−1𝜃(𝜀)

= Ω𝑑
4𝛼𝑑 (2𝜋)𝑑

𝑛
𝜀F (

𝜀
𝜀F)

𝑑/2−1
𝜃(𝜀)

= 𝑑
4
𝑛
𝜀F (

𝜀
𝜀F)

𝑑/2−1
𝜃(𝜀)

(1.54)

在第二步我们使用了 𝑛 = 𝑔𝑠𝛼𝑑𝑘𝑑F 和 𝑔𝑠 = 2. 我们可以这样理解态密度

[𝜀, 𝜀 + d𝜀]上的能级数
𝑉 = 𝑔(𝜀)d𝜀. (1.55)

如果要数自旋简并的平衡态自由电子气在某个能量的电子数量,则有
[𝜀, 𝜀 + d𝜀]上的电子数

𝑉
= avg. occ. number × spin degeneracy × number of levels
= 𝑓 0(𝜀)𝑔𝑠𝑔(𝜀)d𝜀.

(1.56)

对于 𝑇 > 0的情形,我们需要计算的积分形式如下
∞

∫
−∞

d𝜀𝐹 (𝜀)𝑓 0(𝜀) =
∞

∫
−∞

d𝜀𝐾(𝜀)(−𝜕𝑓
0

𝜕𝜀 ) (1.57)

其中,

𝐾(𝜀) =
𝜀

∫
−∞

d𝜀′𝐹 (𝜀′). (1.58)

我们假设 [𝐾𝑓 0]∞−∞ = 016. 需要注意, 我们的通常考虑的温度要远远低于费米 16: 例 如, 常 见 的 情 形 是
𝐹(−∞) → 0,而 𝐹(∞)代数发散.温度

𝑇F = 𝜀F/𝑘B (1.59)

例如,一般碱金属的费米能在 eV量级,而室温 298 K约等于 1/40 eV,因此
在通常考虑的温度下, 𝑓 0 只在 𝜇 附近 𝑘𝐵𝑇 的能量范围内有明显改变. 所以,我
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们首先对 𝐹 函数做泰勒展开

𝐾(𝜀) =
∞
∑
𝑛=0

1
𝑛!𝐾

(𝑛)(𝜇)(𝜀 − 𝜇)𝑛 (1.60)

所以有

∫ d𝜀𝐹 (𝜀)𝑓 0(𝜀) =
∞
∑
𝑛=0

1
𝑛!𝐾

(𝑛)(𝜇) ∫ d𝜀(𝜀 − 𝜇)𝑛 (−𝜕𝑓
0

𝜕𝜀 ) (1.61)

由于 (−𝜕𝑓 0/𝜕𝜀)是关于 (𝜀 −𝜇)的偶函数,上式所有奇数阶为零. 先考虑零阶项

𝐾(𝜇) =
𝜇

∫
−∞

d𝜀𝐹 (𝜀). (1.62)

再考虑二阶项

𝐹 ′(𝜇)
2 ∫ d𝜀(𝜀 − 𝜇)2(−𝜕𝑓

0

𝜕𝜀 ) = 𝐹 ′(𝜇)
2𝛽2 ∫ d𝑥 𝑥2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2 = 𝜋2
6 (𝑘B𝑇 )2𝐹 ′(𝜇) (1.63)

以上过程中我们用到
∞

∫
−∞

d𝑥 𝑥2𝑒𝑥
(𝑒𝑥 + 1)2 = 2

∞

∫
0
d𝑥 𝑥2𝑒−𝑥

(𝑒−𝑥 + 1)2

= 2
∞
∑
𝑛=1

∞

∫
0
d𝑥(−1)𝑛+1𝑛𝑥2𝑒−𝑛𝑥

= 4
∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1
𝑛2

= 4𝜂(2) = 𝜋2
3

(1.64)

其中, 𝜂(𝑝)为狄利克雷 eta函数, 𝜂(2) = 𝜋2/12. 因此,我们可以写下
∞

∫
−∞

d𝜀𝐹 (𝜀)𝑓 0(𝜀) =
𝜇

∫
−∞

d𝜀𝐹 (𝜀) + 𝜋2
6 (𝑘B𝑇 )2𝐹 ′(𝜇) + 𝑂(𝑘B𝑇 /𝜇)4 (1.65)

这个对 𝑘𝐵𝑇 的幂级数展开被称为索末菲展开. 由于室温时 (𝑘B𝑇 /𝜇)4 ∼ 10−8,我
们极少需要使用高于 (𝑘B𝑇 /𝜇)2 的项. 注意,化学势是温度的函数,在有限温度
时会偏离 𝜀F. 在远低于费米温度时我们可以引入这样的近似

𝜇

∫
−∞

d𝜀𝐹 (𝜀) ≈
𝜀F

∫
−∞

d𝜀𝐹 (𝜀) + (𝜇 − 𝜀F)𝐹 (𝜀F). (1.66)
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(3)电子气的热学性质

现在我们计算 𝑇 = 0时电子气的平均能量密度

𝑢 = 𝐸
𝑉 = 𝑔𝑠

𝑉 ∑
𝒌

𝜀𝒌𝑓 0(𝜀𝒌)|𝑇=0

= 𝑔𝑠 ∫ d𝜀𝑔(𝜀)𝜃(𝜀F − 𝜀)𝜀

= 𝑑
2 𝑛 ∫

𝜀F

0
d𝜀 (

𝜀
𝜀F)

𝑑/2

= 𝑑
𝑑 + 2𝑛𝜀F.

(1.67)

在有限温度,电子气的化学势也会发生变化,我们可以通过索末菲展开来计算.
考虑温度 𝑇 的电子密度

𝑛(𝑇 )
𝑔𝑠

=
𝜀F

∫
−∞

d𝜀𝑔(𝜀) + (𝜇 − 𝜀F)𝑔(𝜀F) +
𝜋2
6 (𝑘B𝑇 )2𝑔′(𝜀F) (1.68)

等式右边第一项是零温的电子密度. 由于体系的体积没有改变,电子密度并不
会发生变化. 因此我们可以得到

𝜇(𝑇 ) = 𝜀F −
𝜋2
6

𝑔′(𝜀F)
𝑔(𝜀F)

(𝑘B𝑇 )2. (1.69)

对于 𝑑 维自由电子气,使用态密度公式 (1.54)可得

𝜇(𝑇 ) = 𝜀F [1 −
(𝑑 − 2)𝜋2

12 (
𝑘B𝑇
𝜀F )

2

] . (1.70)

我们注意到 𝑑 = 2时,电子气的化学势与温度无关. 这是意料之中的,因为二维
均匀电子气的态密度与能量无关.

我们还可以计算电子气的比热.

𝑐𝑉 = (
𝜕𝑢
𝜕𝑇 )𝑉 ,𝑁

(1.71)

使用 (1.65)和 (1.66),有限温度的电子气内能为

𝑢(𝑇 ) = 𝑔𝑠
𝜇

∫
−∞

d𝜀𝜀𝑔(𝜀) + 𝑔𝑠
𝜋2
6 (𝑘B𝑇 )2 [𝑔(𝜀F) + 𝜀F𝑔′(𝜀F)] + 𝑂(𝑇4)

= 𝑢(0) + 𝑔𝑠𝜀F [(𝜇 − 𝜀F)𝑔(𝜀F) +
𝜋2
6 (𝑘B𝑇 )2𝑔′(𝜀F)]

+ 𝑔𝑠
𝜋2
6 (𝑘B𝑇 )2𝑔(𝜀F) + 𝑂(𝑇4)
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可以看出,温度改变的内能变化有两部分贡献：能级占据数随温度的变
化和化学势随温度的变化. 其中化学势变化的效应跟占据数变化的效应的一
部分抵消：观察 (1.70)可见上式中方括弧内的项正好相消. 取 𝑔𝑠 = 2,平均每
个电子的内能为

𝑢(𝑇 ) = 𝑢(0) + 𝜋2
3 (𝑘B𝑇 )2𝑔(𝜀F). (1.72)

如果比较 𝑇 > 0和 𝑇 = 0时的费米-狄拉克分布,我们注意到只有在费米能附近
大概 𝑘B𝑇 的能量范围内占据数有明显的变化. 那么通过热激发这部分电子获
得的能量大概为 𝑘B𝑇 ,被激发的电子数的数量级为 ∼ 𝑔𝑠𝑔(𝜀F)𝑘B𝑇 . 因此,相较于
基态电子的内能的量级为 ∼ 𝑔𝑠𝑔(𝜀F)(𝑘B𝑇 )2. 虽然不准确,这与上面的计算结果
量级一致.

电子气的比热为
𝑐𝑉 = 2𝜋2

3 𝑘2B𝑇𝑔(𝜀F). (1.73)

结合 (1.54)可以得到
𝑐𝑉 = 𝜋2

6 (𝑑𝑛𝑘B)
𝑘B𝑇
𝜀F

. (1.74)

对经典理想气体, 𝑐𝑉 = 𝑑𝑛𝑘B/2, 比自由电子气要高 (3/𝜋2)(𝜀F/𝑘B𝑇 ) 倍, 或
者说在室温下大两个数量级. 因此索末菲的自由电子气的比热比经典理想气
体的比热小很多, 这与在室温下电子对金属比热的贡献非常小的事实是符合
的.

基于索末菲的理论,我们重新估算一下由 (1.33)给出的洛伦兹数,注意这
里考虑 𝑑 = 3. 相较于经典理想气体,自由电子气的速度分布和比热都发生了
改变. 事实上,对于电子气,正确的均方速度 𝑣2 应该是 𝑣2F = 2𝜀F/𝑚. 这放映了
净余热流主要来自于由费米面上的电子. 这一点在目前并不是显然的,我们在
后面介绍基于玻尔兹曼方程的输运理论时会澄清这个问题. 使用 (1.74),我们
发现

𝜅
𝜎𝑇 = 1

3 (
𝜋𝑘B
𝑒 )

2
. (1.75)

这个结果,与德鲁达基于经典理论得到的洛伦兹数完美符合. 这是因为从
经典理论到索末菲理论, 𝑣2 和 𝑐𝑉 修正中, 出现的 𝜀F/𝑘B𝑇 乘积因子正好抵消
了.

(4)电子气的顺磁性
在没有外场时,电子气自旋简并,没有整体的磁化,为非磁态. 这里,我们

考虑在外加磁场下,电子气的磁响应.

作为具有自旋 1/2的费米子, 电子不仅具有电荷, 而且具有自旋. 所以一
个电子的内禀磁矩为

𝝁𝑒 = −𝑔𝑒
𝑒

2𝑚𝑒
𝒔. (1.76)

其中, 𝑔𝑒 ≈ −2.002是电子的 𝑔-因子17 电子的自旋角动量为17: 根据狄拉克方程, 𝑔𝑒 = −2.实
验发现有大概 1/1000 量级的偏
差, 来自于电子和电磁场的耦合.
参见 Feynman, R. P. ”Electrons
and their interactions”. QED: The
Strange Theory of Light and Mat-
ter. (Princeton University Press,
1985). pp. 115.

𝒔 = ℏ
2𝝈 (1.77)
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矢量 𝝈 = [𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜎𝑧]

𝜎𝑥 = [
0 1
1 0] , 𝜎𝑦 = [

0 −i
i 0 ] , 𝜎𝑧 = [

1 0
0 −1] . (1.78)

那么,电子自旋和外加磁场的赛曼耦合能可以写作

−𝑩 ⋅ 𝝁𝑒 =
1
2𝑔𝑒𝜇B𝑩 ⋅ 𝝈. (1.79)

其中, 𝜇B = 𝑒ℏ/2𝑚𝑒 为波尔磁子.

薛定谔-泡利方程为

�̂� |𝜓 ⟩ = [
1
2𝑚 [(p̂ − 𝑞A)2 − 𝑞ℏ𝝈 ⋅ B] + 𝑞𝜙] |𝜓⟩ = 𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑡 |𝜓 ⟩ (1.80)

这里我们只考虑磁场与自旋的耦合 (取 𝑔𝑒 = −2),即塞曼耦合,暂不考虑由矢势
带来的轨道效应. 不失一般性的,我们沿 𝑧 方向施加磁场, 𝑩 = 𝐵 ̂𝑧, 𝐵 ≥ 0. 那么
电子的哈密顿量可以写作

𝐻 = 𝑝2
2𝑚 + 1

2𝜈𝜎𝑧 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

𝑝2
2𝑚 + 𝜈

2 0

0 𝑝2
2𝑚 − 𝜈

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (1.81)

这里 𝜈(𝐵) = 𝑔𝑒𝜇B𝐵是塞曼劈裂能. 这个哈密顿量与动量对易,也与自旋都对易,
所以它的本征态可以是动量和自旋的本征态. 将 𝜎𝑧 的本征态记作 𝛼𝑠 , 𝑠 = ±1
对应 ↑, ↓,

𝛼↑ = [
1
0] , 𝛼↓ = [

0
1] (1.82)

那么其本征态波函数写为

|𝜓𝒌𝑠⟩ = |𝒌𝛼𝑠⟩𝜓𝒌𝑠(𝒓) =
𝑒i𝒌⋅𝒓
√𝑉 |𝛼𝑠⟩ (1.83)

对应的色散关系为
𝜀𝒌𝑠 = 𝜀𝒌 + 1

2𝑠𝜈 (1.84)

图 1.6:塞曼劈裂和泡利顺磁性.

我们看到如果磁场非零, 𝜈 < 0,原来自旋简并的电子发生塞曼破裂,与外
磁场平行的上自旋能量低于与外磁场反平行的下自旋,能量差为 |𝜈 |. 无论上自
旋和下自旋,所有的电子仍是同一种粒子. 因此在平衡态,它们具有同样的化
学势. 在 𝑇 = 0时,两种自旋的费米能一样. 因此塞曼劈裂,会造成下自旋的电
子数多于上自旋电子数,整个体系具有净余磁化. 自由电子气由于自旋带来的
磁响应行为,称为泡利顺磁性. 需要指出,实际上磁场不仅作用于电子的自旋,
还有轨道效应. 轨道对于外磁场的响应为抗磁性,后面会讨论.

现在我们来计算电子气由塞曼劈裂带来的磁化. 磁化定义为磁矩密度1
2𝑔𝑒𝜇B𝑚(𝒓). 此处引入自旋极化密度 𝑚(𝒓),为上、下自旋密度之差

𝑚(𝒓) = 𝑛↑(𝒓) − 𝑛↓(𝒓). (1.85)
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其中上、下自旋密度为
𝑛𝑠(𝒓) = ∫[d𝑘]𝑓 0(𝜀𝒌𝑠). (1.86)

考虑零温的情形. 由于塞曼劈裂,上、下自旋态的占据数变化反映为各自自旋
的费米波矢的变化,

𝑛𝑠 = 𝛼𝑑𝑘𝑑F𝑠 (1.87)

由赛曼劈裂能 𝜈 可以有如下等式

𝑘2F↑ − 𝑘2F↓ =
2𝑚𝜈
ℏ2 (1.88)

将 𝑘F𝑠 = 𝑘F+𝛿𝑘F𝑠 ,假设 𝛿𝑘𝐹↑+𝛿𝑘𝐹↓的一阶量为零,则得到 𝛿𝑘F↑−𝛿𝑘F↓ ≈ 𝜈
2𝜀F

𝑘F.
代入自旋极化密度的表达式,得到

𝑚 = 𝛼𝑑 (𝑘𝑑F↑ − 𝑘𝑑F↓)
≈ 𝛼𝑑𝑑𝑘𝑑−1F (𝛿𝑘F↑ − 𝛿𝑘F↓)

≈ 𝑑𝑛𝜈
4𝜀F

= 𝑔(𝜀F)𝜈

(1.89)

最后一步使用了 (1.54).
𝑚 = 𝑔(𝜀F)𝜈. (1.90)

我们得到由于自旋极化带来的泡利顺磁极化率为

𝜒P = 1
𝑉
𝜕𝑀
𝜕𝐵 = 1

2 (𝑔2𝜇𝐵)
2𝑔(𝜀F). (1.91)

由于磁极化 𝜒P 率大于零,表示磁场下产生的磁矩与外场平行,故而称为
顺磁性. 由于泡利顺磁极化率正比于费米能级的态密度,因此原理上可以和金
属的电子比热建立关联. 不过这个比较实际上并不可行,因为非磁金属中由轨
道响应带来的抗磁性不能忽略.

1.3 固体的原子比热

本节中的计算全部考虑三维体系 (𝑑 = 3).
表 1.1:一些固体单质的比热 (𝑘B/
原子) 298K,常压

元素 比热 元素 比热
钠 3.40 锗 2.79
镁 2.99 铯 3.87
铝 2.91 金刚石 0.735

早在 1819年,基于对实验数据的归纳提出的杜隆-帕蒂定律指出,多数单
质固体的比热大概是 3𝑘B 每原子,其中 𝑘B 是玻尔兹曼常数. 虽然有一些例外,
这个经验规律在室温和常压18下还是比较准确的. 但如果温度降低,大多数材

18: 在不同的文献中, 使用的测
量压强略有不同. 有时人们用
105 帕斯卡, 另一些人使用 1 个
大气压 (101325帕斯卡).

料开始背离杜隆-帕蒂定律, 尤其在某些温度之下比热会非常迅速的下降. 整
个 19世纪,人们对固体的比热并没有好的微观理论. 本节将介绍两个早期主
要的理论：爱因斯坦和德拜的固体比热理论. 这两个理论都是基于对固体中
原子核运动的微观描述.
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(1)爱因斯坦的固体

玻尔兹曼在 1896年提出一个基于经典统计力学的理论,可以解释杜隆-帕
蒂定律. 他认为,固体中的原子相互之间存在较强的作用势,如果我们关注其
中任意一粒原子, 它都处在一个简谐势阱的底部附近运动. 那么固体中的 𝑁
个原子是 3𝑁 个独立的谐振子,其总能为

𝐸 =
3𝑁
∑
𝑖=1(

𝑝2𝑖
2𝑚𝑖

+ 1
2𝑘𝑖𝑞

2𝑖 ) (1.92)

这里,第一项是每个原子的动能,第二项是每个原子的势能. 𝑞𝑖 应当理解为其
简正坐标, 𝑘𝑖 > 0为对应的弹簧常数. 对于各向同性的简谐势,每个原子的简正
坐标可以选为笛卡尔坐标 𝑥, 𝑦, 𝑧. 当体系温度足够高时 (此处室温就够了),我
们可以运用经典统计力学中的能量均分定理：能量中的每个独立二次项贡献
为体系平均能量贡献 1

2𝑘B𝑇 . 在 (1.92)中,每个动能和势能项都是独立的二次
项,因此固体的平均能量,即内能为 𝑈 ≡ ⟨𝐸⟩ = 3𝑁𝑘𝐵𝑇 .计算每个原子对比热的
贡献为

𝑐𝑉 = 𝐶𝑉
𝑁 = 1

𝑁 (
𝜕𝑈
𝜕𝑇 )𝑉

= 3𝑘B. (1.93)

这就可以解释杜隆和帕蒂在高温情形下总结的经验规律.

然而, 玻尔兹曼的理论不能解释杜隆-帕迪定律为什么在低温失效. 需要
注意,能量均分定理在经典统计力学中是严格的,但是对于量子体系却没有相
应的结论. 因此,基于普朗克的能量量子化假说,爱因斯坦 1905年提出了光电
效应的理论,指出光的能量以光量子 (也就是光子)的形式存在. 他认为同样的
量子效应,可能出现在描述固体原子运动的理论中. 如玻尔兹曼一样,他假设
所有的原子都处在一个三维简谐势阱底部附近运动, 不过能量如同光子一样
发生量子化.

假设简谐势是各向同性的,我们可以把每个原子看做是三个独立的谐振
子,按同样的角频率 𝜔 振动. 则量子化的单原子振动能级为

𝜀𝑛1,𝑛2,𝑛3 = ℏ𝜔(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 3/2) (1.94)

其中 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3. 那么一个原子的振动配分函数为

𝑍 = ∑
𝑛1

∑
𝑛2

∑
𝑛3

𝑒−𝛽𝜀𝑛1,𝑛2,𝑛3 = (𝑍1)3 , (1.95)

其中 𝛽 = 1/𝑘B𝑇 ,括弧内的几何级数是孤立一维谐振子的配分函数 𝑍1,写作

𝑍1 =
∞
∑
𝑛=1

𝑒−𝛽ℏ𝜔(𝑛+1/2) = 𝑒𝛽ℏ𝜔/2𝑓B(ℏ𝜔) (1.96)

这里的 𝑓B(𝜀)是处于热平衡态的玻色型粒子在单粒子中能级 𝜀 的平均占据数,
称为玻色-爱因斯坦分布

𝑓 0B (𝜀) =
1

𝑒𝛽(𝜀−𝜇) − 1 (1.97)

这里玻色型粒子是谐振子的能量量子,称为声子. 声子并不是物质粒子,因而
没有粒子数守恒的要求,因此化学势 𝜇 为零. 19 19: 在统计力学中, 化学势是作

为粒子数守恒的拉格朗日乘子引
入的.
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由 (1.95)可以看出,单个原子的平均能量能量为

⟨𝜀⟩ = −𝜕 log𝑍𝜕𝛽 = − 3
𝑍1

𝜕𝑍1
𝜕𝛽 = 3ℏ𝜔 (𝑓B(ℏ𝜔) +

1
2) . (1.98)

比热是平均能量对温度的微分

𝑐𝑉 = 𝜕⟨𝜀⟩
𝜕𝑇 = 3𝑘B

(𝛽ℏ𝜔)2𝑒𝛽ℏ𝜔

(𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1)2
. (1.99)

在高温下, 𝛽 称为小量,可以对其做泰勒展开

𝑐𝑉 = 3𝑘B − (ℏ𝜔)2
4𝑘B𝑇2 + 𝑂(𝑇−4). (1.100)

图 1.7:爱因斯坦固体的比热.

在高温极限, 我们可以得到经典情形的杜隆-帕蒂经验规律. 但是在低温
极限, 𝑘B𝑇 ≪ ℏ𝜔,体系迅速退化到基态,比热趋近于零.

爱因斯坦的理论只有一个参数, 𝜔, 称为爱因斯坦频率. 有时人们会使用
等价的爱因斯坦温度, ΘE = ℏ𝜔/𝑘B. 虽然如此简单,这一理论和大多数材料的
比热符合都非常好,在较高温度下, 𝑇 ≫ 𝑇Einstein,也可以复现经典的玻尔兹曼
理论. 对于金刚石,如果我们把碳原子之间的化学键比作弹簧,那么这些弹簧
非常的硬,或者说弹簧系数 𝑘 很大,因此原子的振动频率很高 𝜔 = √𝑘/𝑚,爱因
斯坦温度远远超过室温, 因此在室温下的比热不符合杜隆-帕蒂定律. 值得注
意的是,爱因斯坦提出这个晶体比热的量子理论比薛定谔方程的出现早了 19
年！

(2)德拜的理论

虽然爱因斯坦的理论非常成功,人们也注意到在极低温度下实验测定的
比热高于理论曲线. 这个结果证明了这种偏差是真实存在的,而不仅仅是实验
误差. 这一点非常重要. 实际上,当时人们就已经知道在低温下,大多数材料的
比热与 𝑇3 成正比. 1912年,彼得·德拜发现了更好地处理原子振动量子力学的
方法. 德拜意识到原子的振动产生固体中的声波,因此,原子的振动的量子化
应该像普朗克在 1900年对电磁波的量子化一样.

当然,声波和电磁波在细节上会有不同. 真空中的光波在每个动量 𝒌 有两
种极化模式,而声波可以有三种模式：两个横波模式,一个纵波模式. 在横波
模式中,原子运动方向垂直于 𝒌,而纵波模式的原子运动方向平一行于 𝒌. 简单
起见,德拜模型不区分横波和纵波. 通过类比电磁波,德拜假设声波也具有线
性色散关系,并且纵波和横波具有同样的速率

𝜀(𝑞) = ℏ𝑣𝑠𝑞. (1.101)

其中 𝑣𝑠 为声速. 那么体系的能量由下式给出

⟨𝜀⟩ = 3
𝑁

𝑞<𝑞𝐷
∑
𝒒

𝜀(𝑞) [𝑓B(𝜀(𝑞)) +
1
2] (1.102)



1.3 固体的原子比热 19

这里的 𝑁 原子的数量,因子 3反映了三个声波模式. 𝑞D 称为德拜波矢,反映了
固体中的声波具有最高频率. 有时人们会使用等价的量,称为德拜温度

ΘD = ℏ𝑣𝑠𝑘D/𝑘B (1.103)

德拜温度通常是在室温数量级, 𝑘BΘD ∼ 1/38.7 eV,而固体中的声速大概是
104 m/s数量级

𝑞D ∼ 1/38.7 eV
(6.6 × 10−16 eV ⋅ s)(104 m ⋅ s−1) ≈ 3.3 × 109 m−1 = 0.33 Å−1 (1.104)

所以 𝑞−1d 的数量级对应了固体中原子间距. 事实上,德拜正是选取了这样的截
断,

3
𝑞<𝑞𝐷
∑
𝒒

1 = 34𝜋𝑞
3
D

3
𝑉

(2𝜋)3 = 3𝑁 . (1.105)

这对应了具有 𝑁 个原子的固体, 有 3𝑁 个平动自由度, 则总共有 3𝑁 运动模
式.

那么,德拜模型的比热为

𝑐𝑉 = 3
𝑁

𝑉
(2𝜋)3 ∫ d3𝑞 𝜀(𝑞) 𝜕

𝜕𝑇 [𝑓B(𝜀(𝑞)) +
1
2]

= 3 ⋅ 4𝜋
(4𝜋/3)𝑞3𝐷 ∫

𝑞𝐷

0
d𝑞 𝑞2𝜀(𝑞) 𝜀(𝑞)𝑒𝛽𝜀(𝑞)

𝑘B𝑇2(𝑒𝛽𝜀(𝑞) − 1)2
(1.106)

现在,令 𝑥 = 𝛽𝜀(𝑞),

𝑐𝑉 = 3𝑘B (
𝑇
Θ𝐷)

3
× 3∫

Θ𝐷 /𝑇

0
d𝑥 𝑥4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2 (1.107)

这就是德拜的比热公式.

在高温极限 𝑇 ≫ Θ𝐷 , Θ𝐷/𝑇 很小,因此被积函数可以对 𝑥 做展开,可以得
到

∫
Θ𝐷 /𝑇

0
d𝑥𝑥2 = 1

3 (
Θ𝐷
𝑇 )

3

则我们回归到杜隆和帕蒂的经验规律.

而在低温极限 𝑇 ≪ Θ𝐷 ,则积分上限可以近似为正无穷,则此积分

∫
∞

0
d𝑥 𝑥4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2 = ∫
∞

0
d𝑥𝑥4 𝑒−𝑥

(𝑒−𝑥 − 1)2

= ∫
∞

0
d𝑥𝑥4

∞
∑
𝑛=1

𝑛𝑒−𝑛𝑥

=
∞
∑
𝑛=1

3!
𝑛4

= 24 𝜁 (4)
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其中 𝜉 (𝑧)为黎曼 zeta函数 (见附录 A)

𝜁 (𝑧) =
∞
∑
𝑛=1

1
𝑛𝑧 . (1.108)

𝜁 (4) = 𝜋4/90. 所以,德拜模型给出的低温比热正比于 𝑇3

𝑇 → 0 ∶ 𝑐𝑉 ≈ 12𝜋4
5 𝑘B (

𝑇
Θ𝐷)

3
. (1.109)

1.4 早期理论的局限
本章所介绍的早期理论在它们所处的历史时期非常成功. 但是有各有局

限.

▶ 德鲁达的理论,无法解释为什么有的材料中的霍尔系数会变号.
▶ 德鲁达理论和索末菲理论,都无法解释为什么会有绝缘体.
▶ 索末菲理论中的电子密度对应于简单金属 (如碱金属)的价电子密度时,
能有比较好的符合. 但是为什么只需要价电子进入这个理论就好,是理
解的.

▶ 为什么金属中的电子可以被当做是自由电子？实际上金属中的电子平
均自由程可以达到上百 Å甚至毫米量级. 带有电荷的原子核或者离子实
对电子的散射可以微弱到可以忽略不计？电子-电子相互作用为什么可
以被认为是不重要的？

▶ 德拜模型中的截断, 𝑘𝐷 ,似乎没有好的物理解释.
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