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方以类聚，物以群分，吉凶生矣.

–《周易·系辞》
凝聚态物质可以以多种形式存在,如固体、液体、液晶等. 固体具有剪切

刚度,定义为在弹性应变下剪应力与剪应变的比值. 也就是说需要有限大的剪
应力才会引起固体发生剪切应变. 通常,液体不具有剪切刚度,在无穷小的外
加应力下也会发生形变. 也有一些特殊的非线性液体, 在实验上被观测到具
有有限的大的剪切刚度. 我们所讨论的固体, 根据其构成粒子（原子、离子
等）在空间的排列形式, 可以划分为晶体和非晶体. 按照国际晶体学会的定
义,任何具有离散衍射谱的固体 [International Union of Crystallography. Acta
Crystallogr. A. 48, 922–-946 (1992).],这就包括了传统晶体和准晶体.

构成晶体的粒子在空间中呈周期排列,具有长程序. 晶体不具有在任意旋
转或者平移下的不变性,因此我们说晶体破缺了连续的旋转和平移不变性,是
对称破缺态. 当然,传统晶体必然具有离散的平移对称性,也往往具有离散的
旋转对称性.

图 2.1:无定型态和晶体.

非晶态固体中的构成粒子在空间中的分布不具有长程序,虽然其中局部
的粒子排布可能会特定的规则和取向性. 在统计意义上,我们认为其物性为各
种典型无序排列的平均,因此可以表现出类似液态和气态的各向同性.

如上图所示的二氧化硅固体的两种形式：石英和水晶. 石英中的硅和
氧原子呈无序排列, 处于玻璃态. 这样处于非平衡的的无序被称为淬火无序
(quenched disorder). 而石英则是以晶体形式存在的二氧化硅.

基于对晶体外形,尤其是规则的晶面的观察,人们很早就猜测微观粒子在
空间中周期排列构成了晶体. 在 1913年,布拉格父子首次通过 X射线衍射技
术证实了这一猜想, 开启了对晶体的微观结构、晶体的形成和基础物性的研
究. 准晶体的概念是在 20世纪 80年代基于实验观测被提出的. 准晶体中的粒
子排布不具有三维周期性,但是具有离散的衍射斑纹,体现了粒子的排布的有
序性和离散旋转对称性.

在固体物理课程中,我们重点讨论理想晶态物质：具有完美周期排布填
充整个空间的固体,没有缺陷、无序和表面. 这是因为理想晶体的周期性为对
其宏观和微观物理特性的描述带来了非常大的方便. 实际上,我们后面会看到,
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图 2.2: 阿宇伊的晶体. 法国晶
体学家阿贝·阿宇伊 (René Just
Haüy, 1743–1822) 所著的《晶体
学的研究》中,展示了对微观晶胞
的猜想, 以及如何通过晶胞的排
列构造出不同取向的晶体表面.

关于固体的许多理论出发点都是理想晶体, 在必要时再对非理想的情形进行
理论上的修正. 在本章中,我们将首先介绍空间中周期排列的结构的基本几何
特征,从而建立晶体结构的概念. 作为这些基本概念的第一个应用,我们还将
介绍晶体的衍射理论,和基于衍射表征晶体结构的实验方法.

2.1 对称和群

现代固体物理对晶体结构的描述和分类是基于对称性的概念,所以有必
要简单介绍对称和对称群的概念. 限于篇幅和教学目标,这里不可能完整、系
统的阐述这些理论,而只是解释和演示基本的概念,帮助读者建立对对称操作、
对称性、对称群等概念的初步了解.

要理解对称性1,我们首先要定义对称变换2. 这里所讨论的对称变换是空1: symmetry
2: symmetry transformation 间的几何变换,在对称变换下,任意两点之间的距离不变. 几何的对称变换也

称为保距映射3. 如果一个物体在一个对称变换下形成的像与原像完全重合,3: isometry
我们说这个物体具有这一变换对应的对称性. 本章所讨论的对称变换包括平
移、旋转,空间反演和镜面反射,以及以上操作的复合变换.

旋转变换 𝐶(𝜙, �̂�) 作用下, 体系绕旋转轴�̂� 转动角度 𝜙. 我们通常会关注
𝜙 = 2𝜋/𝑝(𝑝为整数)的情形 (后文会澄清原因),因此会使用如下记号

𝐶𝑝(�̂�) = 𝐶(𝜙 = 2𝜋/𝑝, �̂�). (2.1)

下图展示的每一种旋转变换记作 𝐶𝑝(𝑧),旋转轴为垂直于纸面的 𝑧轴,称为 𝑝次
旋转轴（或者简称 𝑝 次轴）,旋转角度为 𝜙 = 2𝜋/𝑝. 那么连续对体系进行 𝑝 次
𝐶𝑝(𝑧)的旋转,体系一定会回复到自身. 因此, 𝐶𝑝

𝑝 (𝑧) = 𝐶1(𝑧) = 𝑒,这里 𝑒 表示恒
等变换,也就是什么也不做. 下面每一个图样都是对原像执行 𝑝 − 1次 𝐶𝑝 旋转
后产生的图样,因此具有 𝐶𝑝 下的不变性,因此我们说每一个图样具有对应的 𝑝
次旋转对称性,或者说具有 𝐶𝑝 对称性,有时也说体系具有 𝑝 次轴.

在上面列举的正规旋转下,体系的手性不变. 直观的理解,就是变换后左
手的像依旧是左手, 不会变为右手. 然而, 有另一类对称变换, 例如镜面反射
(𝑚)和中心反演 (𝑖),作用后体系的手性发生反转.



2.1 对称和群 3

图 2.3: 𝑛 次 旋 转 轴, 𝑛 =
2, 3, 4, 5, 6.

图 2.4:镜面反射与空间反演.

我们可以对一个物体依次进行两次或多次对称变换,显然这样的复合操
作也是保距映射,因此也是对称变换. 例如,

𝐶6(𝑧)𝐶6(𝑧) = 𝐶26 (𝑧) = 𝐶3(𝑧), 𝐶2(𝑥)𝐶2(𝑦) = 𝐶2(𝑧).

如果我们将正规转动和镜面反射或者中心反演复合, 复合的对称操作会改变
手性,称为瑕旋转4. 正规旋转可以通过物体的实际运动来实现,而瑕旋转不能 4: improper rotation
通过实际的物体运动实现. 例如我不能通过一个简单的整体运动将左手抓变
为右手. 瑕旋转相继操作偶数次,体系手性不会变换,因此具有偶数次瑕旋转
的复合操作是正规旋转. 在许多文献中,正规旋转和瑕旋转统称为旋转或者转
动.

在笛卡尔坐标下, 转动 𝛼 可以表示为旋转矩阵 𝑀(𝛼). 如果空间中的点
𝒓 = [𝑟1, 𝑟2, 𝑟3]T = [𝑥, 𝑦, 𝑧]T 在旋转下移动到 𝒓′ = [𝑟 ′1, 𝑟 ′2, 𝑟 ′3]T = [𝑥′, 𝑦′, 𝑧′]T

𝒓′ = 𝛼(𝒓), 𝑟 ′𝑖 = 𝑀(𝛼)𝒓 = [𝑀(𝛼)]𝑖𝑗𝑟𝑗 . (2.2)

此处当下标 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3在一个乘积中重复出现两次, 则表示需要对该下标求
和. 设有两点 𝒙, 𝒚,我们要求在几何对称变换下,任意两点间的距离不变

√(𝒙 − 𝒚) ⋅ (𝒙 − 𝒚) = √(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
= √𝑀𝑖𝑗𝑀𝑖𝑘 (𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 )(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘 ).

(2.3)

也就是说, 𝑀𝑖𝑗𝑀𝑖𝑘 = 𝛿𝑖𝑗 ,表明矩阵 𝑀 和转置 𝑀T 互为矩阵逆. 这样的矩阵称为
正交矩阵5. 因此, 3维空间中的转动在笛卡尔坐标下的表示为 3 × 3正交矩阵. 5: orthogonal matrix
由于单位矩阵、正交矩阵的乘积和逆都是是正交矩阵,表示旋转的三维正交矩
阵通过矩阵乘法形成一个群,单位矩阵为恒元. 这个矩阵群称为 𝑂(3)群. 注意
到 det(𝑀𝑀T) = 1,可知

det𝑀 = ±1, (2.4)
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分别对应了正规旋转和瑕旋转.

例如,绕 𝑧 轴的转过 𝜙 角的矩阵为

𝑀(𝐶(𝑧, 𝜙)) =
⎡⎢⎢⎢⎣

cos(𝜙) − sin(𝜙) 0
sin(𝜙) cos(𝜙) 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦
(2.5)

它的行列式为 +1. 对垂直于 𝑧 轴的平面（即 𝑥-𝑦 面）的反射变换矩阵

𝑀(𝑚(𝑧)) =
⎡⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎦
(2.6)

和中心反演的变换矩阵

𝑀(𝑖) =
⎡⎢⎢⎢⎣

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎦
(2.7)

的行列式为 −1. 显而易见, 𝑀(𝑖) = 𝑀(𝑚(𝑧))𝑀(𝐶(𝑧, 𝜋)),也就是说 𝑖 = 𝑚(𝑧)𝐶(𝑧, 𝜋),
因为两个旋转的复合也就是对应的旋转矩阵的乘法. 需要注意,对称操作的复
合不一定是对易的,例如,如下关系

𝐶(𝑧, 2𝜋/3)𝐶(𝑥, 𝜋) ≠ 𝐶(𝑥, 𝜋)𝐶(𝑧, 2𝜋/3)

可以从它们对应的矩阵相乘得出.

一个几何物体所具有的所有对称性对应的对称变换形成一个特殊的集合,
称为对称群. 群是一个数学概念. 设有一个集合 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, ⋯},若满足如下条
件,则此集合称为群66: group

▶ 封闭性：其元素具有二元运算,称为群的乘法, 𝑔𝑖𝑔𝑗 ∈ 𝐺;
▶ 结合律：𝑔𝑖(𝑔𝑗𝑔𝑘 ) = (𝑔𝑖𝑔𝑗 )𝑔𝑘 ;
▶ 存在恒等元 𝑒 ∈ 𝐺, 𝑒𝑔𝑖 = 𝑔𝑖𝑒 = 𝑔𝑖 ;
▶ 任意 𝑔𝑖 ∈ 𝐺 有逆元 𝑔−1𝑖 ∈ 𝐺, 𝑔𝑖𝑔−1𝑖 = 𝑔−1𝑖 𝑔𝑖 = 𝑒.

群的元素称为群元素,或者简称群元. 显然, 𝑒 是自己的逆,恒等元素和群元的
逆都是唯一的. 群元的数量称为群的阶数. 一般来说, 群的乘法不需要是对
易的, 𝑔𝑖𝑔𝑗 ≠ 𝑔𝑗𝑔𝑖 . 如果一个群的每一对群元都是对易的, 这个群称为阿贝尔
群7.7: abelian group

图 2.5:氨分子和 𝐶3𝑣 点群.

对称群的群元素即所有的不改变体系对称变换,形成群的二元运算是对
称变换的复合,对应其旋转矩阵的乘法. 一个物体保持某特定点不动的所有对
称操作的集合形成一个对称群,称为点群8. 通常分子的对称性可以由点群完

8: point group

全描述. 然而,晶体还具有非转动对称性,称为平移对称性,那么其对称性不能
由点群完全描述,我们将在下一节中讨论.

图2.5展示氨分子的对称性. 氨分子 NH3的对称群称为 𝐶3𝑣 ,元素包括：三
重旋转 𝐶3, 𝐶23 , 𝐶33 = 𝑒, 三个通过三重旋转轴和 N-H键的的镜面 𝜎𝑣1, 𝜎𝑣2, 𝜎𝑣3,
因此 𝐶3𝑣 点群的阶数为 6. 表2.1给出了 𝐶3𝑣 点群的乘法表,可见 𝐶3𝑣 点群是封
闭的,满足上面群的定义.

上面使用 𝐶3𝑣 作为氨分子的点群的记号,这称为熊夫利记号9. 熊夫利记9: Schönflies notation
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𝑒 𝐶3 𝐶23 𝜎𝑣1 𝜎𝑣2 𝜎𝑣3

𝑒 𝑒 𝐶3 𝐶23 𝜎𝑣1 𝜎𝑣2 𝜎𝑣3
𝐶3 𝐶3 𝐶23 𝑒 𝜎𝑣3 𝜎𝑣1 𝜎𝑣2
𝐶23 𝐶23 𝑒 𝐶3 𝜎𝑣2 𝜎𝑣3 𝜎𝑣1
𝜎𝑣1 𝜎𝑣1 𝜎𝑣2 𝜎𝑣3 𝑒 𝐶3 𝐶23
𝜎𝑣2 𝜎𝑣2 𝜎𝑣3 𝜎𝑣1 𝐶23 𝑒 𝐶3
𝜎𝑣3 𝜎𝑣3 𝜎𝑣1 𝜎𝑣2 𝐶3 𝐶23 𝑒

表 2.1: 𝐶3𝑣 点群的乘法表

号记号的含义如下: 首字母 𝐶 为循环群, 𝐷 为二面体群, 𝑇 为四面体群, 𝑂 为八
面体群, 𝐼 为二十面体群, 𝑆2𝑛 群具有 𝑆2𝑛 = 𝜎𝐶2𝑛 对称性 (如图2.6),其中镜面 𝜎
与旋转轴垂直,称为 2𝑚度旋转反演轴,等等. 各个点群具体点群命名规则,这
里不作详述,感兴趣的读者可以参考群论教材. 与晶体相关的点群称为晶体学
点群,将在后面介绍.

图 2.6: 𝑆2𝑚 点群.

2.2 布拉维格子

图 2.7:空间平移操作.

上面只讨论了点群对称性. 理想晶体具有空间周期性,在空间中无限延伸,
具有离散平移对称性. 因此,晶体的对称性不能由点群对称性所完全描述,而
必须考虑平移对称性. 事实上,正是由于具有平移对称性,晶体与有限尺寸的
物质 (分子,团簇)呈现出完全不同的元激发和物性,因此平移对称性是固体物
理中的基本概念之一. 要理解平移对称性,我们从布拉维格子开始讨论.

§1. 格子

图 2.8:二维布拉维格子.

布拉维格子10是在空间中周期排列的离散点阵. 由于二维的图样容易可

10: Bravais lattice

视化,我们从二维的布拉维格子开始介绍. 下图展示一个二维格子,其上的每
一个点称为格点,其位置可以写作

𝑹 = 𝑛1𝒂1 + 𝑛2𝒂2, 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ. (2.8)

线性独立的矢量 𝒂1 和 𝒂2 称为格子的基矢,由它们张开的平行四边形称为格
子的晶胞或者单胞11. 二维布拉维格子由基矢的长度和它们之间的夹角 𝛾 完

11: unit cell

全决定, 这三个量确定以后, 则它们所对应的二维晶格均是等价的, 只会差一
个整体的旋转或整体的平移.

在二维布拉维格子上的任意格点的位置之差仍然由公式 (2.8)所给出,这
样连接两个布拉维格子格点的矢量称为格矢. 显然,连接晶格上两点的矢量必
然是格矢,任意两个格矢之和也是格矢. 因为 0是格矢,所以 −𝑹 也是格矢. 如
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果我们将晶胞以一个晶格按式 (2.8)所给出的格矢做平移后复制,可以覆盖整
个平面.

图 2.9: 蜂窝和笼目格子. 这里的
格子是指黑点所示意的点的集
合. 连接黑点的边只是帮助我们
领会点之间的位置关系.

布拉维格子上的每一个格点,都可以通过格矢平移相互联系. 因此,每一
个格点的周边环境是完全相同的, 而且每个格点的环境的取向也是完全相同
的. 如下图所示的蜂窝晶格和笼目晶格,虽然每个晶格中的黑点都是对称等价
的,但是不同格点的周边环境的取向并不一样. 因此这两种被称为晶格的二维
点阵并不是布拉维格子.

对于同一个格子, 最小的晶胞只会包含一个格点, 这样的晶胞称为原胞.
原胞的选取也不是唯一的, 例如上面前两种晶胞都是原胞. 而第三种晶胞并
不是原胞, 因为它包含两个格点. 有一种特殊的原胞称作魏格纳-赛茨原胞,
定义为空间中距离某一特定格点比其他任一格点更近的所有点的集合. 在
图2.10中, 魏格纳-赛茨原胞是标记为 W的多边形. 需要指出, 格纳-赛茨原胞
具有布拉维格子的点群对称性.

图 2.10: 二维布拉维格子和晶胞.
A和 B为原胞. C和 D为两倍超
胞. W为魏格纳-赛茨原胞.

图 2.11: 三维维布拉维格子的原
胞.

大多数实际材料具有三维的晶体结构. 将上面的讨论推广到三维的情形.
三维格子由三个线性不独立的三维矢量给出, 𝒂𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3,我们通常会使用由
着三个基矢所张开的平行六面体作为对应的单胞. 三个基矢总共有 9个实数,
然而,扣除旋转自由度（三个欧拉角）,实际上只有六个自由度,可以有三个矢
量的长度和他们之间的夹角, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ,即可确定一个独特的格子. 三维的格矢可
以写作

𝑹 = 𝑛1𝒂1 + 𝑛2𝒂2 + 𝑛3𝒂3. (2.9)

如此生成的格子的单胞体积为

𝑉c = 𝒂1 ⋅ 𝒂2 × 𝒂3. (2.10)

通常会选择 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3 的排序使得 𝑉c 为正实数.

§2. 布拉维格子的对称性

保持空间任意两点距离不变的几何变换,除了上面介绍的点群对称操作,
还有空间上的移动,称为平移操作

[𝑒, 𝒕](𝒓) = 𝒓 + 𝒕 (2.11)

如果移动矢量 𝒕 的选择范围是一个格子的所有格矢 𝑹,显然这样的几何变换的
集合形成一个基于矢量和的群,这样的群称为 (离散)平移群或者格子群. 平移
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群的恒元为 [𝑒, 𝟎],平移群不是点群. 群的乘法为

[𝑒, 𝑹1][𝑒, 𝑹2] = [𝑒, 𝑹1 + 𝑹2], (2.12)

显然满足结合律. [𝑒, 𝑹]的逆元为 [𝑒, −𝑹]. 因为矢量和是对易的,所以平移群是
阿贝尔群.

必须指出,布拉维格子不仅具有平移对称性,也具有点群对称性. 由于 𝑹
的逆元 −𝑹 一定也在平移群内,所以布拉维格子一定具有中心反演对称. 布拉
维格子还可以具有更多与平移对称性匹配的点群对称性. 事实上,平移对称性
对旋转对称有严格的限制. 设 𝑀(𝑔)为旋转 𝑔 在笛卡尔坐标下矩阵,那么它的
迹为

Tr[𝑀(𝑔)] = ±(1 + 2 cos 𝜙).
原因如下：若 𝑔 是正规转动 𝐶(𝜙, �̂�),可以将 �̂�转动轴转到 𝑧 方向,容易得出迹
为 1 + 2 cos 𝜙,而迹在坐标变换下不变；若 𝑔 是瑕转动,总可以写为 𝑖𝐶(𝜙, �̂�),因
此求迹时会多一个负号. 如果 𝑔 是格子的对称性,那么在 𝑔 的作用下,任何格
点都会被映射到格子上的一个相同或者不同格点. 可以推断,若以格子的基矢
为基, 𝑀latt(𝑔)的为整数矩阵. 由于迹在基的变换下不变,且 Tr[𝑀latt(𝑔)] =整数,
可知

1 + 2 cos 𝜙 ∈ ℤ
可见, 𝜙 = 2𝜋/𝑝, 𝑝 = 1, 2, 3, 4, 6. 因此, 晶格点群只允许出现 1,2,3,4,6 次旋转轴
(正规或瑕旋转).

格子或者晶体的对称性,并不仅限于上节讨论的点群对称和本节讨论的
平移对称. 在格子上,可以出现平移和转动结合的对称性,所以晶体中的对称
操作一般可以包括转动和平移两个部分,称为转动平移操作,记作

[𝛼, 𝒕](𝒓) = 𝛼(𝒓) + 𝒕 = 𝑀(𝛼)𝒓 + 𝒕. (2.13)

如果 𝛼 是转动操作, [𝛼, 𝒕]是保距变换.

公式 (2.13)定义的转动平移操作的乘法如下

[𝛼′, 𝒕′][𝛼, 𝒕] = [𝛼′𝛼, 𝒕′ + 𝛼′𝒕]. (2.14)

根据乘法的定义,可以推断操作 [𝛼, 𝒕]的逆元

[𝛼, 𝒕]−1 = [𝛼−1, −𝛼−1𝒕]. (2.15)

当位移矢量 𝒕 为零时, [𝛼, 𝟎]是点群旋转,而当 𝛼 = 𝑒 时, [𝑒, 𝑹]是格矢平移.
然而,当 𝛼 和 𝒕 皆不是恒等变换时,这样的复合变换可以既不是点群转动也不
是平移,称为非点式对称变换.

现在考虑非点式对称性 𝑔 = [𝛼, 𝒕],其中 𝛼 ≠ 𝑒 且 𝒕 ≠ 𝑹. 如果转动为空间反
演, 𝛼 = 𝐶𝑖 ,引入坐标变换 𝒓′ = 𝒓 − 𝒕/2,非点式操作中的平移可以被消除. 因此
无需引入 𝛼 为空间反演的非点式对称性. 对于其他转动,总可以把 𝒕 分解为平
行和垂直分量

𝒕 = 𝒕// + 𝒕⟂
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其中 𝒕// 平行于 𝛼 的正规旋转轴或镜面. 设若 𝛼 为 𝑛阶操作, 𝛼𝑛 = 𝑒. 则

𝑔𝑛 = [𝑒, (𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑒)𝒕⟂ + 𝑛𝒕//]

由于 𝛼 ≠ 𝑒,所以 𝛼(𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑒) = 𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑒,这意味着 𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑒 = 0. 因
此

𝑛𝒕// = 𝑹 ⇒ 𝑡// =
𝑝
𝑛𝑹.

所以,给定 𝛼 为 𝑛 阶转动, 𝒕 = 𝒕⟂ + 𝑝𝑹/𝑛. 可以验证,12 𝒕⟂ 也可以通过坐标变换12: Bradley and Cracknell. The
mathematical theory of symmetry
in solids.

消除. 因此,人们通常将非点式对称性写作

[𝛼, 𝑝𝑹/𝑛] (2.16)

其中 𝑹是平行于 𝛼 所对应的轴或镜面的给定方向上的最小格矢.

由上述分析可知,非点式对称可以分为两类：滑移面和螺旋轴. 滑移面是
[𝜎 , 𝒕]镜面和平行于反射面的平移的复合. 由于镜面的阶数为 𝑛 = 2,所以滑移
面的 𝒕 总是沿平行于镜面方向的半格矢. 螺旋轴 [𝐶𝑛(�̂�), 𝑡�̂�]是正规旋转和平行
于旋转轴的平移的复合,基于式2.16中 𝑝 的取值通常称为 𝑛𝑝 轴,例如图 2.12所
展示的 31 轴.

图 2.12:滑移面和 31 螺旋轴.

§3. 7大晶系和 14种布拉维格子
因此,特定的晶体所具有的对称性包括点群、平移和非点式对称性,形成

的对称群称为空间群. 注意,晶体中的非点式对称性 [𝛼, 𝒕]中的 𝒕 不是格矢,而
通常是格矢的 𝑹/𝑛,其中 𝑛 为大于一的整数,因为 [𝛼, 𝑹]可以分解为独立点群
和平移对称性. 根据点群对称性,可以将三维布拉维格子划分为 7种晶系. 大
致按照对称性由高到低,分别为：

▶ 立方晶系
▶ 六方晶系
▶ 菱方晶系
▶ 四方晶系
▶ 正交晶系
▶ 单斜晶系
▶ 斜方晶系
如果进一步考虑空间群对称性, 总共有 14 种不等价的三维布拉维格子.

三维布拉维格子的分类最早由德国晶体学家莫瑞兹·弗兰肯海姆13在 1842年13: Moritz Ludwig Frankenheim
提出. 不过他给出 15种不等价的三维格子. 1845年,法国物理学家奥古斯特·
布拉维14给出了正确的分类,因此称为布拉维格子.14: Auguste Bravais
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2.3 晶向,晶面,倒格子

§1. 晶向与晶面

图 2.13: 三维维布拉维格子晶向.
为了清楚展示, 红色箭头的方向
有意义,长短做了调整.

布拉维格子上的每一个格点相对于原点的位置由格矢指定. 格矢作为矢
量可以用晶格的基矢展开,如 (2.9). 格矢也指定了格子上的特殊方向,称为晶
向15. 晶向通常使用如下记号给出. 对于格矢 (2.9),设 𝑹0 = ∑𝑢𝑗𝒂𝑗 是和 𝑹平行

15: crystallographic direction

且同向的最短非零格矢,那么

[𝑢1𝑢2𝑢3] = �̂�, (2.17)

这个有序数组称为晶向指数. 由于 𝑹0 是该方向上最短非零格矢, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 为
互质整数,可以是正整数或者负整数. 按照惯例,负整数 −𝑢𝑗 记作 ̄𝑢𝑗 . 例如, 𝒂𝑗
对应的方向记作 [100], [010], [001]. −𝒂1 + 𝒂2 的方向记作 [1̄10].

需要注意, 由于基矢并不一定正交, 两组晶向指数 [𝑢1𝑢2𝑢3] 和 [𝑣1𝑣2𝑣3]
满足 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 = 0并不说明这两个晶向是正交的,这是因为

𝑹 ⋅ 𝑹′ =
𝑑
∑
𝑖,𝑗=1

𝑛𝑖𝑛′𝑗𝒂𝑖 ⋅ 𝒂𝑗

而一般情况下, 𝒂𝑖 ⋅ 𝒂𝑗 ∼ 𝛿𝑖𝑗 并不成立,上式中的 𝑑2 项都必须考虑,得不到类似
于笛卡尔坐标系16下的简化. 因此, 对于计算矢量内积, 使用非正交基矢并不16: 更一般地,正交曲线坐标系.
方便. 后面将会介绍的倒格矢,会为矢量内积的计算提供一定的便利.

由于晶体17具有对称性, 一些晶向在对称性下是相互关联的. 例如, 布拉17: 这里是晶体的对称性, 不是
布拉维格子的对称性. 由于晶体
结构下一小节才介绍, 内容顺序
安排上有点超前.

维格子总是具有空间反演对称性, [ ̄𝑢1 ̄𝑢2 ̄𝑢3]和 [𝑢1𝑢2𝑢3]是通过空间反演对称
联系的晶向. 常用 ⟨𝑢1𝑢2𝑢3⟩来表示一组对称性联系的晶向. 以简单立方格子
为例,如图2.14所示, ⟨100⟩代表 6个等价晶向, ⟨110⟩代表 12个等价晶向, ⟨111⟩
代表 8个等价晶向.

图 2.14:简单立方格子上的晶向.

图 2.15:三维维布拉维格子晶面.

我们可以任意选取两个非共线格矢,其张开的平面上的点阵是二维布拉
维格子, 二维布拉维格子的单胞可能比以上的二个基矢张开的平行四边形要
小. 三维布拉维点阵中这样的二维布拉维格子所处的平面,称为晶面18. 这样

18: crystallographic plane

的晶面平行周期 (等间距)排列,则不重不漏地组成完整的三维布拉维点阵. 一
组晶面由法向量 �̂� 与间距 𝑑 给定. 一个布拉维格子可以有无穷多不同的晶
面.

考虑特定晶面, 其法向量为 �̂�, 最小间距为 𝑑 . 选其中一个晶面上任
意一个格点为原点. 其他所有晶面周期性切割基矢所在的直线, 交点为
𝑝𝑢𝑖𝒂𝑖 , 𝑝 = ±1, ±2, ⋯. 其中, 𝑢𝑖 必须是有理数, 并且 𝑢𝑖 = 1/ℎ𝑖 , ℎ𝑖 为整数; 如若
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不然,这族晶面将不会再经过 𝒂𝑖 所在晶列上的其他格点,则违反了一组晶面经
过所有格点的性质. 由于如下几何关系

𝑢𝑖𝒂𝑖 ⋅ �̂� = 𝑑, (2.18)

可以等价地用三个截距参数 𝑢𝑖 来指定晶面族. 然而, 当某晶面族平行于某
一晶格基矢时, 在该方向上的截距为无穷远. 为了避免使用无穷远, 而是用
(ℎ1ℎ2ℎ3)来指定晶面,这样的有序整数组被称为米勒指标19. 19: Miller index

注意,需要注意. 不同教材对晶面的定义不完全一致. 在一些教材中，晶
面的定义可以扩展到 (ℎ1ℎ2ℎ3)为整数却不一定互质的情形. 例如给定一套对
应 (ℎ1ℎ2ℎ3)的晶面,可以有 (2ℎ1, 2ℎ2, 2ℎ3)晶面族,后者截距都减半,间距也减
半. 这样推广定义的晶面,不要求晶面族中的每一个平面穿过布拉维格子的格
点.

图 2.16:晶面族的米勒指标.

§2. 倒格子

由式 (2.18)启发,试图将 (ℎ1ℎ2ℎ3)的法向量 (忽略归一化)写为

𝑮 =
3
∑
𝑗=1

ℎ𝑗𝒃𝑗 . (2.19)

其中 𝒃𝑗 是一套新的基矢,与晶格的基矢满足双正交关系20 20: biorthogonality

𝒂𝑗 ⋅ 𝒃𝑙 = 2𝜋𝛿𝑗𝑙 , 𝑗, 𝑙 = 1, 2, 3. (2.20)

2𝜋 因子并不必要, 这里引入符合在固体物理文献中的通用惯例. 我们立刻发
现

𝑑 = 2𝜋
𝐺 . (2.21)

因此,矢量 𝑮 同时指定了一组晶面的取向和间距.
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基矢 𝒃𝑗 的量纲为 1/L,可以写为

𝒃1 = 2𝜋
𝑉c

𝒂2 × 𝒂3, 𝒃2 = 2𝜋
𝑉c

𝒂3 × 𝒂1, 𝒃3 = 2𝜋
𝑉c

𝒂1 × 𝒂2. (2.22)

如果以此为基矢,基于整数系数形成一套布拉维格子,这被称为倒格子21,倒格21: reciprocal lattice
矢由式 (2.19)给出. 相应的,原本的格子常被称为正格子22,以示区别. 容易发22: direct lattice
现

𝑹 ⋅ 𝑮 = 2𝜋 ∑
𝑗
𝑛𝑗ℎ𝑗 , (2.23)

是 2𝜋 的整数倍.

事实上,可以这么定义倒格子: {𝑮|𝑮 ⋅ 𝑹 =整数 ×2𝜋},即与所有格矢的内积
为 2𝜋 整数倍的点的集合. 这是因为对于任意格矢 𝑹 = (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3),要 (2.23)中
的求和为整数, (ℎ1, ℎ2, ℎ3)必须全是整数. 由此可以立刻推断,倒格子的倒格子
即是原本的正格子,因为以上定义对 𝑹和 𝑮 是对称的.

如果 𝛼 是正格子的点群对称操作,那么 𝛼𝑹也是正格矢,因此

𝑮 ⋅ 𝛼𝑹 = 𝑚2𝜋

其中 𝑚为整数. 由于点乘在旋转下不变

𝑮 ⋅ (𝛼𝑹) = (𝛼−1𝑮) ⋅ (𝛼−1𝛼𝑹) = (𝛼−1𝑮) ⋅ 𝑹.

可见 𝛼−1𝑮 亦是倒格矢. 由群的定义 {𝛼−1} = {𝛼},所以,倒格矢和正格矢具有相
同的点群对称性.

先考虑二维格子的倒格子. 对于二维方格子,

𝒂1 = 𝑎�̂�, 𝒂2 = 𝑎 ̂𝒚.

立刻可以得到
𝒃1 = 2𝜋

𝑎 �̂�, 𝒃2 = 2𝜋
𝑎 ̂𝒚.

显然, 方格子的倒格子也是方格子. 倒格子的魏格纳-塞茨原胞被称为第一布
里渊区. 方格子的第一布里渊区23为正方形.23: the first Brillouin zone

图 2.17: 二维方格子和 hcp 的的
倒格子和布里渊区.

在倒空间中,两个倒格点之间连线的垂直平分面被称为布拉格面24. 在二24: Bragg plane
维格子上,布拉格面为直线,如图2.17中所展示的方格子的倒格子的部分布拉
格面. 那么第一布里渊区可以定义为沿着从倒格矢的原点 (设为倒格点)出发
的射线运动,不需要跨过任何布拉格面即可到达的点的集合. 这个定义可以被
推广,给出高阶布里渊区. 第二布里渊区则是沿着从原点出发的射线运动,只
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须穿过一个布拉格面的即可到达的点的集合;第 𝑛布里渊区25则是沿着从原点25: the 𝑛th Brillouin zone
出发的射线运动,只须穿过 𝑛 − 1个布拉格面的即可到达的点的集合. 图2.17展
示了方格子和 hcp格子的第一到第四布里渊区. 由于很多情况下,只需要讨论
第一布里渊区,因此直接简称为布里渊区26. 26: Brillouin zone

事实上,每一个布里渊区的体积 (面积)都一样,也都是倒格子的单胞,正
如魏格纳-塞茨原胞是布拉维格子的单胞一样. 高阶布里渊区会被切分成很多
小的有限区域, 每一块都可以通过一个倒格矢的平移, 落回第一布里渊区, 并
不重不漏地覆盖第一布里渊区. 将高阶布里渊区通过倒格矢平移,挪回到第一
布里渊区的过程称为布里渊区折叠27. 容易证明28,倒格子单胞的体积或者布 27: zone folding

28: 使用矢量恒等关系 𝑢 × (𝑣 ×
𝑤) = 𝑣(𝑢 ⋅ 𝑤) − 𝑤(𝑢 ⋅ 𝑣).

里渊区的体积为
𝑉 ∗
c = (2𝜋)3

𝑉c
. (2.24)

对于二维 hcp格子,

𝒂1 = 𝑎 (√3
2 �̂� − 1

2 ̂𝒚) , 𝒂2 = 𝑎 (√3
2 �̂� + 1

2 ̂𝒚) .

容易验证
𝒃1 = 4𝜋

√3𝑎 (
1
2 �̂� − √3

2 ̂𝒚) , 𝒃2 = 4𝜋
√3𝑎 (

1
2 �̂� + √3

2 ̂𝒚) .

其倒格子如图2.17所示,仍然是二维 hcp格子,只是格点尺度发生了改变,且取
向相对于正格子旋转了 90∘. 图2.17也展示了格子的 1到 4阶布里渊区.

图 2.18: (a) 体心立方和 (b) 面心
立方格子的倒格子和布里渊区.

下面可一些三维布拉维格子的倒格子的例子. 简单立方的倒格子非常简
单,也是简单立方格子,晶胞参数为 2𝜋/𝑎. 晶胞参数为 𝑎 的体心立方格子的基
矢为

𝒂1 = 𝑎
2 (�̂� + ̂𝒚 − ̂𝒛), 𝒂2 = 𝑎

2 (−�̂� + ̂𝒚 + ̂𝒛), 𝒂3 = 𝑎
2 (�̂� − ̂𝒚 + ̂𝒛)

可以得到倒格矢为

𝒃1 = 2𝜋
𝑎 (�̂� + ̂𝒚), 𝒃2 = 2𝜋

𝑎 ( ̂𝒚 + ̂𝒛), 𝒃3 = 2𝜋
𝑎 (�̂� + ̂𝒛)

因此,体心立方格子的倒格子是面心立方格子,晶胞参数为 4𝜋/𝑎. 倒格子的倒
格子是原本的格子,所以面心立方格子的倒格子是体心立方格子. 如图2.18所
示,体心立方的布里渊区是菱形十二面体,而面心立方的布里渊区是截角正八
面体29.

29: truncated octahedron

2.4 晶体结构

晶格是一个抽象的数学概念,只告诉我们一套在空间中抽象的点阵. 要得
到晶体结构,我们还要在每一个格点上”粘贴”同样的原子团簇,这些被复制的
原子团簇,称为晶体的基元. 因此,我们可以在形式上认为:

晶体结构 =晶格 ⊗基元
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晶格包含了晶体结构平移对称的全部信息, 而基元则给出了晶体的具体化学
组成. 如果原胞的基元只包含一个原子,这样的晶体有时被称为单原子晶体30.30: monatomic crystal
反之则称为复式晶体,其原胞基元中有两个或以上的原子,对应的结构可以看
做是多个布拉维格子嵌套,称为复式晶格31.31: non-Bravais lattice

§1. 二维晶体结构

图2.19展示几种常见的二维单原子晶体结构.

图 2.19:二维晶体结构.黑线为边
的多边形是每种结构的魏格纳-
赛茨原胞.

▶ 第一个是二维方格子. 这是一个简单晶格.
▶ 第二个结构方格子上一个双原子复式晶格, 在一个原胞中, 第一个原子
(黑点)在 0 × 𝒂1 + 0 × 𝒂2,第二个原子 (圆圈)处在 1

2𝒂1 +
1
2𝒂2. 两种原子各

有四个最近邻原子.
▶ 第三个是二维六方晶格, 又称为二维六方密堆晶格, 是一种单原子晶体
结构. 称之为六方晶格,是因为它具有六重旋转对称. 每个原子具有 6个
等价的最近邻原子.

▶ 第四个结构类似于蜂窝格子,但是其每一个原胞中有两个原子可以不等
价,也就是说它的基元具有两个原子,可以看作是嵌套的两套 hcp晶格,
是一种复式晶格. 注意,蜂窝格子具有中心反演对称,而这里的结构破缺
中心反演对称.

§2. 三维晶体结构

立方晶系的布拉维格子具有 𝑂ℎ 点群对称性. 对应的布拉维格子有三种：
简单立方, 体心立方和面心立方, 如果在每个格点上放置同样的原子, 则形成
对应的单原子晶体. 如下图所展示,这些单原子晶体都可以选取一个立方体作
为原胞. 简单立方格子的立方原胞是单胞,由于对空间利用率非常低,已知的
元素中仅有 𝛼-钋32具有这样的晶体结构.33 然而,体心立方的立方原胞包含两

32: 拼音 [pō]. Polonium, Po.
33: 有更为复杂的晶体的布拉维
格子是简单立方, 例如氯化铯晶
体.

个格点,面心立方格子的立方原胞包含四个格点,都不是单胞. 虽然所展示的
体心立方和面心立方的原胞都不是单胞,由于它们更能体现立方对称性,人们
会更多地采用这样的原胞进行展示,这样的原胞选择称为惯用原胞.

图 2.20: 简单, 体心, 和面心立方.
多面体为魏格纳-赛茨原胞.

图 2.21:面心立方结构.

图2.20中我们还展示了这三种格子的魏格纳-赛茨原胞,都是具有 𝑂ℎ 群对
称性的多面体. 体心立方格子的魏格纳-赛茨原胞称为截角八面体, 可看做是
切去 6只角的正八面体. 面心立方格子的魏格纳-赛茨原胞是一个菱形十二面
体. 这当然与之前展示的两种晶格的布里渊区的形状正好互换.

面心立方结构又常被称为立方密堆结构.34 如图2.22(a)所示,面心立方结

34: cubic close packed strcuture

构的 (111)晶面是二维六方密堆晶格,面心立方结构则是这样的密堆晶面沿着
[111]方向紧密堆垛而成. 在图2.22(b)中展示了面心立方在 [111]方向的投影,
可以看出二维六方密堆晶面是按 ⋯abcabc⋯周期排列的. 如果所有的原子为
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等半径硬球, 当其形成面心立方结构, 球互相接触, 可以达到最高的堆积密度
(即空间利用率). 此时立方惯用原胞的原胞参数为 𝑎, 则最密堆积时的球半径
为 𝑎/𝑠√2,一个惯用原胞内有四个球,可得最高空间占有率为 𝜋/3√2 ≈ 0.74.

不难想象, 立方密堆不是唯一的等半径硬球唯一的密堆方式. 只需要将
二维六方密堆在垂直的方向 a, b, c构成的形成某种序列即可, 且层间间距为

√
8
3𝑅,都具有同样的堆积密度. 除了立方密堆结构 (即面心立方)外,另一种简
单且常见的密堆结构采用 ⋯abab⋯ 序列, 被称为六方密堆35结构, 如图2.23所 35: hexagonal close packed, hcp
示. 六方密堆结构不是布拉维格子, 而是两套三维布六方拉维格子交错排列,
相互沿着 𝒂3方向有 𝑎3/2的位移,在面内的相对位移使得一个子格子上的原子
正对另一个子格子上的三角形空位. 不难得到, 𝑎3 = √

8
3𝑎1.

图 2.22:立方和六方密堆结构.

金刚石结构的原型是金刚石的晶体结构. 在金刚石晶体中,每个碳原子的
4个价电子以 𝑠𝑝3 杂化的方式, 形成 4个完全等同的原子轨道, 与最相邻的 4
个碳原子形成共价键. 这 4个共价键之间的角度都相等,约为 109°28”,精确值,
这样形成由 5个碳原子构成的正四面体结构单元,其中 4个碳原子位于正四
面体的顶点, 1个碳原子位于正四面体的中心. 因为共价键难以变形, C-C键能
大,所以金刚石硬度和熔点都很高,化学稳定性好. 共价键中的电子被束缚在
化学键中不能参与导电,所以金刚石是绝缘体,不导电. 金刚石结构的堆积密
度为（又称占位比 √3𝜋/16,为）远低于密堆结构,也低于体心立方结构. 碳,硅,
锗, 𝛼-锡等单质在常温常压下具有金刚石结构.

图 2.23:金刚石和闪锌矿结构.

金刚石结构可以看做是由两套交错排列的面心立方结构的子晶格组成.
两套子晶格沿着立方晶胞的 [111]方向, 为立方体体对角线长度的 1/4. 从这
点上讲, 金刚石结构与闪锌矿结构36非常相似. 不同之处在于, 构成闪锌矿结 36: zincblende structure. ZnS.矿

物名称为 sphalerite.构的两个面心立方点阵上的原子是不同种类的, 而构成金刚石结构的原子是
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同种类的.一些重要的半导体材料具有闪锌矿结构,如砷化镓 (GaAs),硫化锌
(ZnS),碲化镉 (CdTe)等.

2.5 晶体的对称性

前一节的例子展示,给定布拉维格子,配以不同的基元,可以得到不同的
晶体结构,对称性也完全不同. 例如,面心立方结构,金刚石结构和闪锌矿结构
的布拉维格子是一致的,但是它们的结构不一样,对称性也不同. 因此,单纯考
虑格子的对称性并不能完全刻画晶体的对称性. 面心立方结构具有 𝑂ℎ 点群,
金刚石结构和闪锌矿结构具有 𝑇𝑑 点群. 虽然后两者具有同样的点群,金刚石
结构具有空间反演对称性,而闪锌矿并没有,这说明单看布拉维格子和晶体的
点群对称性,也不能完全刻画晶体的对称性.

事实上,三维点阵只具有 7大晶系 (点群), 14种布拉维格子,当格点不是
点37而是基元时, 对称群的数目会大大增加. 单考虑点群对称性, 晶体可以有37: 或者球. 关键是基元具有连

续旋转不变性. 32个不同的晶体学点群38. 如果考虑所有的旋转,平移和符合操作,晶体完整
38: crystallographic point group 对称性可以划分为 230个空间群39. 本节对晶体的点群和空间群做简要介绍,
39: space group 但不讨论这些划分的细节过程.

§1. 晶体学点群

以下列举 32个晶体学点群. 一个点群通常有一个转轴的阶数高于其他转
轴. 对称性最高的轴通常被选为主轴,其阶数称为 𝑛,在命名点群时会用到. 以
下关于晶体点群的讨论中, 𝑛取值限于 {1, 2, 3, 4, 6}.

(1) 𝐶1 群: 无任何点群对称性.

(2) 𝐶𝑖 群: 仅有空间反演对称,通常记作 𝑆2 见下.

(3) 𝐶𝑛 群: 仅具有 𝐶𝑛 对称性,是 𝑛阶阿贝尔群,也是循环群:

𝐶𝑛 = {𝐶𝑘𝑛 |𝑘 = 0, 1, ⋯ 𝑛 − 1}.

(4) 𝐶𝑛h 群: 由 𝐶𝑛 群和垂直于旋转主轴的镜面 𝜎h(称为水平40镜面)40: horizontal

𝐶𝑛h = {𝐶𝑘𝑛𝜎 𝑗ℎ|𝑘 = 0, 1, ⋯ 𝑛 − 1, 𝑗 = 0, 1}.

由于 𝐶𝑛 和 𝜎h 对易,这是 2𝑛阶阿贝尔群. 图2.3中的图样具有 𝐶𝑛h 点群对称性.
𝐶1h 群仅具有镜面对称,也记作 𝐶𝑠 群.

(5) 𝐶𝑛v: 具有 𝑛 阶旋转和经过该旋转轴的镜面 (称为垂直41镜面). 由于主轴和41: vertical
镜面的法线垂直,主轴的转动可以生成 𝑛个等价的垂直镜面

𝒓 ∼ 𝜎v(𝒓) ∼ 𝐶𝑛(𝜎v(𝒓)) = (𝐶𝑛𝜎v)(𝒓).

因此, 𝐶𝑛v 有 2𝑛个群元. 由于 𝐶1v 和 𝐶1h 等价,所以晶体可能具有的 𝐶𝑛v 点群
只有 4个. 图2.5展示具有 𝐶3v 对称性的氨分子.
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(6) 𝑆2𝑚 群. 这里 𝑛 = 2𝑚 = 2, 4, 6. 若 𝑛 为奇数, 𝑆𝑛 与 𝐶𝑛h 等同. 𝑆2 只有两个元
素,空间反演和恒等变换,通常记作 𝐶𝑖 . 图2.6中展示了 𝑆4 和 𝑆6 群的图样. 𝑆2𝑚
群都是阿贝尔群.

(7) 𝐷𝑛 群. 有一条 𝑛重旋转轴和 𝑛条垂直于这条主轴的二重轴
(8) 𝐷𝑛d 群. 𝐷𝑛 群加上 𝑛个通过（包含）n次旋转轴的镜面
(9) 𝐷𝑛h 群. 𝐷𝑛 群加上与 𝑛次旋转轴垂直的镜面
(10)立方体群.

▶ 𝑇 四面体群. 𝑇 群具有有四面体的对称性,扣除旋转-镜面反射对称和中
心反演; 𝑇𝑑 包括旋转-镜面反射对称; 𝑇ℎ 则是 𝑇 群加上中心反演.

▶ 𝑂 八面体群. 𝑂ℎ 群具有正八面体或者立方体的对称性. 𝑂 群则要扣除瑕
旋转.

其他点群不在一般的晶体中出现. 不过准晶体可以具有不同的对称性,例
如 20面体群: 𝐼 , 𝐼𝑑 , 𝐼ℎ.

§2. 晶体的空间群
晶体具有平移对称性和转动对称性. 晶体的一般对称性为2.13所示的转

动平移对称性,虽然 [𝛼, 𝒕]一般不是线性变换,但是其复合满足结合律,且具有
逆元,因此转动平移对称性的集合,可以形成对称群,称为晶体的空间群,或者
通常称为空间群.

230个空间群分为两类. 点式空间群所有对称操作均为 [𝛼, 𝑹], 也称为简
单空间群,共有 73个. 剩下的 157个空间群,一定具有 [𝛼, 𝑝𝑹/𝑛]这样的非点式
对称性,称为非点式空间群,或者非简单空间群.

空间群对晶体的对称性给出了全面描述,对于了解晶体的基本对称性,晶
体结构的解析,晶体的电子结构和振动模式的划分等等,都有重要的作用. 230
个空间群的信息,在 «国际晶体学表-卷 A:空间群对称性 »42中详细列出. 限 42: International Tables for

Crystallography Volume A:
Space-group symmetry. Edited by
M. I. Aroyo.

于篇幅,这里就不作详述.

空间群的名称的有两种格式, 完整格式和简写格式. 完整的空间群名称
如

𝐼 41𝑎 3̄ 2𝑑
第一位总是一个大写的字母: 𝑃, 𝐼 , 𝐹 , 𝐴, 𝐵, 𝐶 ,正对应了布拉维格子心的情况. 后
面为三个分式,分别给出某一独特晶体方向的对称性: 分子给出该方向的最高
旋转对称性 (正规旋转轴,瑕旋转轴,或螺旋轴),分母是垂直该方向的镜面或者
滑移面对称性.

这里给出的例子是一个体心立方晶系. 第一个方向是立方晶胞由四度轴
的方向,具有 41 螺旋轴和 𝑎滑移面 (𝒕 = 𝒂/2);第二个方向是体对角线方向具有
三度旋转反射轴 3̄,该方向没有镜面,因此略去了分母;第三个方向是立方晶胞
面对角线的方向,具有 2度旋转轴和 𝑑 滑移面 (𝒕 沿着面对角线方向).

空间群名称简写时,保留首字母,后面三位保留分母. 对于没有镜面的方
向,则保留分子. 所以,上面的例子简写为

𝐼 𝑎3̄𝑑
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图 2.24: «国际晶体学表卷 A:空
间群对称性 »页面.

显然,空间群中的纯平移操作 [𝑒, 𝑹]形成一个群,称为平移群. 平移群是空
间群的子群43.43: 可以进一步证明是不变子群,

这里就不展开了.
空间群的点群和晶体学点群不是同一概念. 空间群 𝐺 的点群 𝐺0 定义

为
𝐺0 = {𝛼|[𝛼, 𝒕] ∈ 𝐺}. (2.25)

可以看出, 𝐺0 是空间群群元的转动部分构成的群,不一定是空间群的子群,因
为 𝐺0的群元未必是 𝐺 的群元. 如果 𝐺0是 𝐺 子群, 𝐺 就是简单空间群,反之则
为非简单空间群.

空间群跟平移群和空间群的点群的关系,形成了空间群的基本结构. 空间
群的基本结构在空间群的应用. 虽然相关讨论并不深奥,但是限于本课程教学
目标,就不展开讨论.

§3. 张量与对称性

考虑在外加电场下,晶体的电极化

𝑃𝑎 = 𝜖(0)𝑎 + 𝜖(1)𝑎𝑏 𝐸𝑏 + 𝜖(2)𝑎𝑏𝑐𝐸𝑏𝐸𝑐 + ⋯ (2.26)

其中,笛卡尔指标 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. 我们使用爱因斯坦惯例,上式隐含对一个乘
积中两次出现的笛卡尔指标求和. 矢量 𝑷 是晶体的宏观物性, 由一系列系数
𝜖(𝑛), 𝑛 = 0, 1, 2, ⋯决定,这些系数表示矢量与 (一系列)矢量之间的关系,称为张
量. 零阶系数 𝜖(0) 是一阶张量,也就是矢量,对应了体系的自发电极化. 一阶响
应系数 𝜖(1) 是二阶张量,就如一个 3 × 3的矩阵,是将三维矢量转变为三维矢



2.5 晶体的对称性 19

量的线性变换

𝜖(1) =
⎡⎢⎢⎢⎣

𝜖(1)𝑥𝑥 𝜖(1)𝑥𝑦 𝜖(1)𝑥𝑧
𝜖(1)𝑦𝑥 𝜖(1)𝑦𝑦 𝜖(1)𝑦𝑧
𝜖(1)𝑧𝑥 𝜖(1)𝑧𝑦 𝜖(1)𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦
. (2.27)

二阶响应系数 𝜖(2),是 3 × 3 × 3的三维数组,描述将两个三维矢量 (电场)转变
为一个三维矢量 (𝑃 )的线性变换. 𝑛阶响应系数 𝜖(𝑛)是 3𝑛+1的 𝑛 + 1维数组,每
个张量元 𝛼(𝑛)𝑎1⋯𝑎𝑛+1 有 𝑛 + 1个笛卡尔指标. 零阶张量也就是标量.

正如上面所介绍的电极化为一阶张量,晶体的宏观物性可以表示为张量,
例如,体系的总能是标量,或者零阶张量. 晶体的物性由晶体的微观结构所决
定. 如果晶体具有某一对称性,在该对称变换下,晶体与自身重合,那么相应的
宏观物性也应该有相应的变换,标量 (零阶张量)应该保持不变,极矢量44应该 44: polar vector
跟随晶体转动,高阶张量也应该做相应的变化.

零阶响应系数 𝝐(0) 是无外场时的电极化,称为自发电极化或铁电极化,具
有自发电极化的晶体称为铁电材料45,这样的现象称为铁电性46. 一般地,我们 45: ferroelectric material

46: ferroelectricity考虑极矢量物性 𝑨. 对于晶体的点群 𝐺 的群元 𝛼 ,47
47: 对于一些矢量, 在旋转下可
能会有晶格平移带来的不确定
度.我们这里忽略,也许以后讨论
能带电极化时会提及.

𝑀(𝛼)𝑨 = 𝑨, 𝛼 ∈ 𝐺, (2.28)

即 𝑨是晶体点群的不变矢量.

如果晶体的点群为 𝐶𝑛,仅具有 𝐶𝑛 旋转对称. 设 𝐶𝑛 轴为 𝑧 轴

𝑀(𝛼)𝑨 =
⎡⎢⎢⎢⎣

cos(𝜃) − sin(𝜃) 0
sin(𝜃) cos(𝜃) 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎣

𝐴𝑥
𝐴𝑦
𝐴𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑐𝐴𝑥 − 𝑠𝐴𝑦
𝑠𝐴𝑥 + 𝑐𝐴𝑦

𝐴𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦
,

其中 𝜃 = 2𝜋/𝑛. 𝑛 = 1时,显然 𝐴𝑥 , 𝐴𝑦 , 𝐴𝑧 分量都是不变的; 𝑛 > 1时,仅有 𝐴𝑧 是
不变的. 因此, 𝐶𝑛 群可以具有非零 𝑨.

若晶体在 𝐶𝑛 轴 (𝑛 > 1)的基础上,还具有垂直于 𝐶𝑛 轴的水平镜面对称或
者 𝐶2 轴,这些操作下 𝐴𝑧 会发生变号. 因此 𝐷𝑛 群, 𝐷𝑛d, 𝐷𝑛h 和 𝐶𝑛h 群 (𝑛 > 1)
都不会具有非零 𝑨.

作为极矢量, 𝐶𝑖𝑨 = −𝑨,因此若晶体具有中心反演对称, 𝑨为零. 容易验证,
立方群下, 𝑨是零.

所以,仅仅具有 𝐶𝑛 , 𝐶𝑠 = 𝐶1h 和 𝐶𝑛v 群可以有铁电性.

一般地,我们考虑物理量 𝑨对外场矢量外场 𝑭 的线性响应

𝛿𝑨 = 𝜏𝑭 (2.29)

其中线性响应系数 𝜏 为二阶张量. 对坐标系施加转动 𝛼 ,在新的坐标系下

𝛿𝑨′ = 𝑀(𝛼)𝛿𝑨, 𝑭 ′ = 𝑀(𝛼)𝑭 . (2.30)

因此
𝛿𝑨′ = 𝑀(𝛼)𝜏𝑀(𝛼)−1𝑭 ′. (2.31)

𝜏 ′ = 𝑀(𝛼)𝜏𝑀(𝛼)−1 是在新的坐标系下的响应系数. 如果 𝛼 是晶体的对称性 (属
于晶体点群),那么 𝜏 ′ = 𝜏 . 所以对称性对响应系数给出约束,对于晶体点群对
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表 2.2:七大晶系的最低对称性和
允许的点群.共 32个晶体点群.

晶系 最低对称性 允许的点群

三斜 无 𝐶1, 𝐶𝑖
单斜 一条 𝐶2 轴或一条 𝑆2 轴 𝐶2, 𝐶𝑠 , 𝐶2h
正交 两条正交的 𝐶2 或 𝑆2 𝐷2, 𝐶2v, 𝐷2h
菱方 一条 𝐶3 轴 𝐶3, 𝐶3h, 𝐷3, 𝐶3v, 𝐷3d
四方 一条 𝐶4 或者 𝑆4 轴 𝐶4, 𝐶4h, 𝐷4, 𝐶4v, 𝐷4h, 𝑆4, 𝐷2d
六方 一条 𝐶6 或者 𝑆6 轴 𝐶6, 𝐶6h, 𝐷6, 𝐶6v, 𝐷6h, 𝐶3h, 𝐷3h
立方 四条非共线的三度轴 𝑇 , 𝑇h, 𝑂, 𝑇d, 𝑂h

称性 𝛼 ,响应系数具有如下不变性

𝜏 = 𝑀(𝛼)𝜏𝑀(𝛼)−1. (2.32)

那么,只有在所有的晶体点群群元变化下不变的张量元才可以是非零的.

作为例子,我们考虑立方对称性. 具有立方对称性的晶体的最低对称性要
求是具有四个独立 3次旋转轴. 不难验证,在 [001]方向有 2次轴 𝐶2,在 [111]
方向有 3次轴 𝐶3,可以生成这样的对称性. [001]方向上 𝐶2 的笛卡尔坐标表
示为

𝑀(𝐶2) =
⎡⎢⎢⎢⎣

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦
在 2度旋转下

𝑀(𝐶2)𝜏𝑀(𝐶2)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎣

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎣

𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑥 𝜏𝑦𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑧𝑦 𝜏𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎣

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎣

𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 −𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑥 𝜏𝑦𝑦 −𝜏𝑦𝑧
−𝜏𝑧𝑥 −𝜏𝑧𝑦 𝜏𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦
,

立刻可以推断
𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑥 = 𝜏𝑧𝑦 = 0.

同样,在三度旋转矩阵为

𝑀(𝐶3) =
⎡⎢⎢⎢⎣

0 1 0
0 0 1
1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦
,

也就是 𝑥′ = 𝑦, 𝑦′ = 𝑧, 𝑧′ = 𝑥 ,立刻可以得到

𝜏𝑥𝑥 = 𝜏𝑦𝑦 = 𝜏𝑧𝑧 .

再结合上面的结果 (𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦 = 0),我们进一步发现

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 0.

因此,在最低立方对称性下,二阶张量可以表示为标量

𝜏𝑎𝑏 = 𝜏0𝛿𝑎𝑏 . (2.33)

在表2.2列出七大晶系的最低对称性和与之匹配的点群.
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