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道生一,一生二,二生三,三生万物.

–李耳《道德经》

在第一章中介绍的早期理论,已经对金属材料的基本性质提供了微观层
面的了解. 在拥有密集排列的原子核或者离子实的固体中,金属中的电子竟然
可以象自由电子气体一样随意的运动,这是反直觉的事情. 另一个问题更为严
重: 为什么具有宏观数量、永不停息运动的电子的材料,有的不能导电成为绝
缘体,另一些却是导电的金属. 这些问题是德鲁达和索末菲的金属电子论无法
解释的.

固体物理所考察的固体物质,主要由原子核和电子构成. 其哈密顿量具有
如下结构

𝐻total = ∑
𝐼

𝑃2𝐼
2𝑀𝐼

+ 𝐻𝑒(𝑥; 𝑅) = 𝑇 (𝑃) + 𝐻𝑒(𝑥; 𝑅) (3.1)

其中第一项包含了所有原子核 (𝐼 作为指标)作为质点运动的动能, 𝑥 = {𝒑𝑖 , 𝒓𝑖} ≡
(𝑝, 𝑟)是电子的运动自由度,   𝑅 = {𝑹𝐼 }是离子的空间坐标. 这里的电子哈密顿量
的结构如下1 1: 不考虑自旋轨道耦合和其他

外加电磁场.

𝐻𝑒 = ∑
𝑖

𝑝2𝑖
2𝑚𝑖

+ 1
2 ∑

𝑖≠𝑗

𝑘𝑒𝑒2
|𝒓𝑖 − 𝒓𝑗 |

−∑
𝑖,𝐼

𝑘𝑒𝑍𝐼 𝑒2
|𝒓𝑖 − 𝑹𝐼 |

+ 1
2 ∑
𝐼 ≠𝐼 ′

𝑘𝑒𝑍𝐼𝑍𝐼 ′𝑒2
|𝑹𝐼 − 𝑹𝐼 ′ |

(3.2)

. 其中 𝑘𝑒 为库伦常数.2 2: 在 S.I.下,

𝑘𝑒 = 1
4𝜋𝜖0

≈ 8.9876 × 109 N ⋅m2 ⋅ C−2.
给定原子核的位置 𝑅, 𝐻𝑒(𝑥; 𝑅)的动态薛定谔方程有如下解

𝐻𝑒(𝑥; 𝑅)𝜓𝑛(𝑟 ; 𝑅) = 𝐸𝑛(𝑅)𝜓 (𝑟 ; 𝑅). (3.3)

现在我们引入波恩拟设3,完整哈密顿量 (3.1)的波函数可以展开如下 3: Born ansatz

Ψ(𝑟, 𝑅, 𝑡) = ∑
𝑛

𝜓𝑛(𝑟 ; 𝑅)𝜒𝑛(𝑅, 𝑡), (3.4)

这里的展开系数 𝜒𝑛(𝑅, 𝑡)被称为原子核的波函数. 代入 (3.1)对应的含时薛定谔
方程,我们可以得到 𝜒𝑛(𝑅, 𝑡)的动态薛定谔方程有如下

𝑖ℏ𝜕𝑡𝜒𝑛 = [𝑇 (𝑃) + 𝐸𝑛(𝑅)] 𝜒𝑛 +∑
𝑙
𝐶𝑛𝑙𝜒𝑙 (3.5)
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这里, 𝐶 是一个算符矩阵,体现了原子运动的非绝热耦合,也就是 𝜒𝑛 和 𝜒𝑙 之间
的耦合,这样的耦合来自于电子的介导

𝐶𝑛𝑙 = ∑
𝐼 (

1
2𝑀𝐼

⟨𝜓𝑛 |𝑃2𝐼 |𝜓𝑙⟩ +
1
𝑀𝐼

⟨𝜓𝑛 |𝑷𝐼 |𝜓𝑙⟩ ⋅ 𝑷𝐼) . (3.6)

到此为止,我们关于材料中原子核和电子的理论还是严格的. 此处,可以
引入的近似有两种.Born-Huang54 第一种称为绝热近似或者波恩-黄近似4,只保4: Born-Huang approximation
留 𝐶 的对角项的近似形式,扔掉所有的非对角项 (非绝热)

𝐶𝑛𝑛(𝑅) ≈ ∑
𝐼

1
2𝑀𝐼

⟨𝜓𝑛 |𝑃2𝐼 |𝜓𝑛⟩.

这可以看做是电子对原子核动能的修正. 第二种近似则把 𝐶 完全扔掉,这就是
有名的波恩-奥本海默近似5.5: Born-Oppenheimer approxi-

mation
现代的晶体电子论,以波恩-奥本海默近似为出发点,并忽略电子-电子相

互作用,也就是 (3.2)中忽略最后一项,并认为原子的位型是固定的. 这两个在
波恩-奥本海默近似之外引入的近似,前者称为独立电子近似6,后者称为静态6: independent electron approxi-

mation 晶格近似7.
7: static-lattice approximation

静态晶格近似在零温度下的经典晶格理论下严格成立,然而在有限温度
或者量子理论中,原子会有热和量子涨落. 虽然如此,静态晶格近似在对理解
固体的平衡态输运现象中的电子行为非常成功. 如果晶格的运动是重要的,我
们只需要在此基础上再引入额外的电声子散射,往往就能写出有效的理论. 所
以在零阶理论中使用静态晶格近似可以大大地简化问题, 所得的理论也可以
扩展到原子运动的情形.

独立电子近似貌似荒谬,然而在早期对晶体材料的基本电子结构的描述
中非常成功. 这件事可以从两个角度来理解. 第一,我们可以认为电子感受到
的外场包含了其他电子产生的平均外场, 在这样的平均场理论8下, 电子近似8: mean-field theory
独立. 第二,朗道的费米液体理论9指出,金属中电子的能量越接近费米能,电9: Fermi liquid theory
子-电子散射几率相越小,对应的弛豫时间由如下关系

1
𝜏 = 𝑎(𝜀 − 𝜀F)2 + 𝑏𝑇2, (3.7)

其中 𝑎, 𝑏 是与能量和温度无关参数. 可见,对于金属体系在足够低的能量和温
度下,电子-电子散射可以忽略不计. 作为零阶近似,可以将忽略电子-电子相互
作用.

独立电子近似下,电子的哈密顿量是各个电子的哈密顿量的简单加和,

ℋ =
𝑁
∑
𝑖=1

𝐻𝑖 =
𝑁
∑
𝑖=1(

𝑝2𝑖
2𝑚 + 𝑉 (𝒓𝑖)) , (3.8)

其中 𝑉 (𝒓)是晶体中的电子感受到的有效势能. 这个有效势不能仅仅是原子核
产生的静电势,还包含了静态的电子-电子相互作用,通常可以通过哈特利-福
克近似或者密度泛函理论等平均场理论得到.

基于 (3.8)的形式, 多体波函数可以简单地分解为单体波函数 𝜓𝑖(𝒓) 的乘
积. 可以对单粒子薛定谔方程求解 𝜓𝑖(𝒓),再应用费米-狄拉克分布,得到多电子
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体系的物理性质. 对于晶体,单粒子波函数 𝜓𝑖(𝒓)的求解似乎并非易事,因为理
想晶体在空间中无限延伸. 由菲利克斯.布洛赫在 1928年提出的布洛赫定理
告诉我们, 𝜓𝑖(𝒓)可以被分解为 𝑒i𝒌⋅𝒓𝑢𝒌(𝒓)的形式, 其中 𝑢𝒌(𝒓)是原胞周期的函
数. 布洛赫定理不仅使得对晶体中无相互作用电子的波函数求解变得简单,而
且它揭示出晶体中的单电子的波函数是调制的平面波, 可以像自由空间中的
平面波一样自由穿梭. 布洛赫波函数对应的波矢 𝒌 不是电子的动量, ℏ𝒌 时常
被称为晶格准动量. 单电子态的本征能量也是 𝒌的函数,写作 𝜀𝑛𝒌 ,被称为能带.
因此基于布洛赫定理的晶体电子结构理论,也被称为能带理论或能带论.

3.1 布洛赫定理和能带论

让我们先考虑晶体中的单电子哈密顿量. 简单起见,我们先忽略自旋轨道
耦合,考虑非磁性的体系薛定谔方程. 此时哈密顿量与自旋无关,我们只需要
考虑无自旋的费米子

𝐻𝜓(𝒓) = (
𝑝2
2𝑚 + 𝑉 (𝒓))𝜓(𝒓) = 𝜀𝜓 (𝒓). (3.9)

能级 𝜀 按照费米分布填充,每个能级中可以填入一对自旋反平行的电子. 由于
晶体具有平移对称性,电子感受到的晶格势10𝑉 (𝒓)是原胞周期的11函数 10: lattice potential

11: cell periodic
𝑇𝑹𝑉 (𝒓) ≡ 𝑉 (𝒓 + 𝑹) = 𝑉 (𝒓), (3.10)

其中我们定义了平移算符 𝑇𝝃𝜑(𝒓) ≡ ⟨𝒓|[𝑒, −𝝃 ]|𝜑⟩ = 𝜑(𝒓 + 𝝃 ), 𝑹为晶体的格矢

𝑹 =
𝑑
∑
𝑖=1

𝑛𝑖𝒂𝑖 . (3.11)

注意到对任意位移矢量

⟨𝑓 |𝑇𝝃 |𝑔⟩ = ∫ d3𝑟𝑓 ∗(𝒓)𝑇𝝃 𝑔(𝒓)

= ∫ d3𝑟𝑓 ∗(𝒓)𝑔(𝒓 + 𝝃 )

= ∫ d3𝑟𝑓 ∗(𝒓 − 𝝃 )𝑔(𝒓),

可以得到
⟨𝑓 |𝑇𝝃 |𝑔⟩ = ⟨𝑇−𝝃 𝑓 |𝑔⟩. (3.12)

考虑施加哈密顿量和格矢平移到任意波函数 𝜑(𝒓)

𝑇𝑹 (
𝑝2
2𝑚 + 𝑉 (𝒓))𝜑(𝒓) = (

𝑝2
2𝑚 + 𝑉 (𝒓 + 𝑹))𝑇𝑹𝜑(𝒓).

注意到晶格势 𝑉 (𝒓)的原胞周期性,可以得出格矢平移操作与晶体哈密顿量对
易

[𝑇𝑹 , 𝐻 ] = 0, 或者 𝑇𝑹𝐻𝑇−1𝑹 = 𝐻. (3.13)
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因此,如果 |𝜓 ⟩是 𝐻 的本征波函数 𝐻|𝜓⟩ = 𝜀|𝜓 ⟩,那么 𝜓 也可以是格矢平移的本
征态

𝑇𝑹 |𝜓 ⟩ = 𝑒𝜒(𝑹)|𝜓 ⟩.
由于平移操作是对易的 𝑇𝑹𝑇𝑹′ = 𝑇𝑹+𝑹′ = 𝑇𝑹′𝑇𝑹 ,可以推断, 𝜒(𝑹)为 𝑹 的线性标
量函数. 这就是布洛赫定理12: 晶体哈密顿量的本征函数具有如下性质12: Bloch theorem

𝑇𝑹 |𝜓𝒌⟩ = 𝑒i𝒌⋅𝑹 |𝜓𝒌⟩, (3.14)

其中,我们引入了波矢 𝒌 来标记本征波函数. 逻辑上,布洛赫定理是晶体的平
移群为阿贝尔群 (所有群元对易)和格矢平移与晶体哈密顿量对易的结果.

如果一个函数满足 (3.14),都可以称为布洛赫函数. 注意布洛赫函数不必
是晶体哈密顿量 𝐻 的本征函数. 不难看出,如果函数可以写为

|𝜓𝒌⟩ = 𝑒i𝒌⋅𝒓 |𝑢𝒌⟩, (3.15)

其中 |𝑢𝒌⟩是晶胞周期的函数,也必定是布洛赫函数; 反之如果函数具有 (3.14)
的变换,一定可以写作 (3.15)的形式. 因此, (3.14)和 (3.15)是布洛赫定理的两
种等价表述. 𝑢𝒌 是布洛赫函数 𝜓𝒌 的原胞周期部分. 考察两个布洛赫函数的内
积

⟨𝜓𝒌 |𝜓𝒌′⟩ = ⟨𝜓𝒌 |𝑇−𝑹𝑇𝑹 |𝜓𝒌′⟩ = 𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝑹⟨𝜓𝒌 |𝜓𝒌′⟩, (3.16)

因此分属于两个波矢 𝒌 和 𝒌′ 的布洛赫函数正交,除非 𝒌 − 𝒌′ 为倒格矢. 本质
上,这是因为两个不同波矢 𝒌 和 𝒌′ 的布洛赫函数是平移群的不同不可约表示,
因而正交.

波矢 𝒌 的取值需要通过引入边界条件才能确定. 如同处理晶格振动问题
一样,通常会采用波恩-冯卡曼边条件. 设宏观晶体在晶体 𝑑 个基矢方向上分
别重复 𝑁1, 𝑁2, ⋯ , 𝑁𝑑 次. 波恩-冯卡曼边条件意味着晶体的一个“表面”与对
面的“表面”处波函数相等

𝜓𝒌(𝒓 + 𝑁𝑖𝒂𝑖) = 𝜓𝒌(𝒓), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑑. (3.17)

比照 (3.14) 得 𝑁𝑖𝒌 ⋅ 𝒂𝑖 = 𝑙𝑖2𝜋 , 其中 𝑙𝑖 为整数. 那么以倒格矢为基, 由于关系
𝒂𝑖 ⋅ 𝒃𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗 ,波矢的取值为

𝒌 =
𝑑
∑
𝑖=1

𝑙𝑖
𝑁𝑖

𝒃𝑖 . (3.18)

因此,倒空间中允许的 𝒌 点形成规则的网格,每一个 𝑑 维小格子是一个平
行多面体: 1维是线段, 2维是平行四边形, 3维是平行六面体. 倒空间原胞 (例
如布里渊区)中允许的 𝒌 点数为 𝑁 = 𝑁1 × 𝑁2⋯ × 𝑁𝑑 ,等于宏观晶体中的原胞
数. 对于宏观晶体, 𝑁𝑖 可以看做是趋近于无穷大的整数, 𝒌 点间距趋近于零,看
以看做是准连续的.

需要注意, 𝒌 点的选择总是可以限制在倒空间的一个原胞内, 例如
𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑑 张开的一个平行多面体, 或者一个布里渊区. 可以这样考虑这个
问题. 设 𝒌在第一布里渊区,那么对于非零倒格矢 𝑮, 𝒌 + 𝑮 则在其他布里渊区.
那么根据 (3.14), 𝜓𝒌 和 𝜓𝒌+𝑮 其实是等同的布洛赫函数.13 虽然晶体哈密顿量13: 在群表示论的语言中, 对平

移算符而言, 都是相同的不可约
表示.

本征态 𝜓𝒌 和 𝜓𝒌+𝑮 物理上对应同一个单粒子态,它们之间仍可以差一个乘式
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的相位因子,这称为 𝑈 (1)规范自由度. 不过我们通常会规定, 𝜓𝒌 和 𝜓𝒌+𝑮 完全
相等,这称为周期规范14. 当然,对应的本征能量也相等,因此 14: periodic gauge

|𝜓𝑛𝒌⟩ = |𝜓𝑛𝒌+𝑮⟩,
𝜀𝑛𝒌 = 𝜀𝑛𝒌+𝑮 ,

(3.19)

其中 𝑛称为能带指标. 人们通常把得到的 𝜀𝑛𝒌 沿着特别的 𝒌 路径作图,这样的
图称为能带,所表达的晶体电子结构也相应的被称为能带结构15. 15: bandstructure

有了能带结构 𝜀𝑛𝒌 , 我们就可以讨论晶体中无相互作用电子的基本物性.
注意 𝜓𝑛𝒌 为单粒子态, 晶体中的电子会由按能量高低占据这些单粒子态, 𝜀𝑛𝒌
的占据数由费米-狄拉克分布𝑓 0(𝜀)决定. 因此有了能带结构,我们就可以如同
索末菲电子气模型一样,讨论晶体中无相互作用电子体系的热力学. 例如能带
电子的总能为

𝐸 = 𝑔𝑠 ∑
𝑛𝒌

𝜀𝑛𝒌𝑓 0(𝜀𝑛𝒌), (3.20)

总电子数为
𝑁𝑒 = 𝑔𝑠 ∑

𝑛𝒌
𝑓 0(𝜀𝑛𝒌). (3.21)

可以借助索末菲展开进行类似的计算. 而能带电子在外场下的运动,将在下一
章讲解. 下面我们先介绍求解晶体薛定谔方程 (3.9)的基本方法: 近自由电子
近似16和紧束缚近似17. 之后,再进一步讨论布洛赫函数的一般性质. 16: nearly-free electron approxi-

mation
17: tight-binding approximation

3.2 平面波方法

§1. 平面波法
用平面波为基,

⟨𝒓|𝒌⟩ = 𝑒i𝒌⋅𝒓

√𝐿𝑑
, (3.22)

上式中 𝐿𝑑 是晶体的体积,从而满足正交归一关系

⟨𝒌|𝒌′⟩ = 1
𝐿𝑑 ∫ d𝑑 𝑟𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝑟 = (2𝜋)𝑑

𝐿𝑑 𝛿(𝒌 − 𝒌′) = 𝛿𝒌𝒌′ , (3.23)

其中 𝛿(𝒌 − 𝒌′)为狄拉克 𝛿 函数18, 𝛿𝒌𝒌′ 是克罗内克 𝛿 函数19;前者具有体积的 18: Dirac delta function. 从数学
的角度, 狄拉克 𝛿 函数不能被称
为函数,而是分布,因为在实轴上
定义的函数, 如果仅在有限的点
取值非零,其总积分必须为零.
19: Kronecker delta function

量纲,在积分中使用,而后者无量纲,在求和中使用. 例如如下归一关系

∫ d𝑑𝑘𝛿(𝒌 − 𝒌′) = ∑
𝒌

𝛿𝒌𝒌′ = 1. (3.24)

有效势 𝑉 (𝒓)是周期函数, 可以写为傅里叶级数, 其中仅在倒格矢处的傅
里叶非零

𝑉 (𝒓) = ∑
𝑮

𝑉𝑮𝑒i𝑮⋅𝒓 ,

𝑉𝑮 = 1
𝜈 ∫
晶胞

d𝑑 𝑟𝑒−i𝑮⋅𝒓𝑉 (𝒓), (3.25)
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其中 𝜈 是晶胞体积. 可以验证,因为
1
𝜈 ∫

𝜈
d𝑑 𝑟𝑒−i(𝑮−𝑮′)⋅𝒓 = 𝛿𝑮𝑮′ , (3.26)

(3.25)中的两行自洽. 上式的证明,是注意到等号左边被积函数是周期函数,可
以将其延拓到全空间,再利用 (3.24)得到. 由于在哈密顿量上加减常数不会改
变物理,通常设定 𝑉𝐺=0 = 0.

根据布洛赫定理 (3.15), 𝜓𝒌 可做傅立叶级数展开

|𝜓𝒌⟩ = ∑
𝑮

𝑐𝒌−𝑮 |𝒌 − 𝑮⟩. (3.27)

那么薛定谔方程左边的动能项为
𝑝2
2𝑚 |𝜓𝒌⟩ = ∑

𝑮
𝜀0𝒌−𝑮𝑐𝒌−𝑮 |𝒌 − 𝑮⟩

其中,我们定义了自由电子的能级 𝜀0𝒌 = ℏ2𝑘2/2𝑚.势能项写为

𝑉 |𝜓𝒌⟩ = ∑
𝑮𝑮′

𝑉𝑮𝑐𝒌−𝑮′ |𝒌 − 𝑮′ + 𝑮⟩

= ∑
𝑮𝑮′

𝑉𝑮′−𝑮𝑐𝒌−𝑮′ |𝒌 − 𝑮⟩

在第二行重新定义了哑变量 𝑮′ − 𝑮 → 𝑮,𝑮′ → 𝑮′. 因此,薛定谔方程可以写
作

∑
𝑮 ((𝜀0𝒌−𝑮 − 𝜀𝒌)𝑐𝒌−𝑮 +∑

𝑮′
𝑉𝑮′−𝑮𝑐𝒌−𝑮′) |𝒌 − 𝑮⟩ = 0.

根据平面波基的正交规一性 (3.23), 并注意到 𝑉0 = 0, 对于给定的晶格动量 𝒌
和倒格矢 𝑮 有

(𝜀0𝒌−𝑮𝛿𝑮𝑮′ + ∑
𝑮′≠𝑮

𝑉𝑮′−𝑮)𝑐𝒌−𝑮′ = 𝜀𝒌𝑐𝒌−𝑮 . (3.28)

我们发现,在平面波基下写出的薛定谔方程,不同的 𝒌 是完全分立的,对
于给定的 𝒌,哈密顿量是以倒格矢 𝑮、𝑮′ 为行列指标的方阵

ℎ(𝒌)𝑮𝑮′ = 𝜀0𝒌−𝑮𝛿𝑮𝑮′ + 𝑉𝑮′−𝑮 , (3.29)

动能项出现在对角元, 势能项出现在非对角元. 𝜓𝒌 只包含平面波分量 |𝒌 +
𝑮⟩, ∀𝑮,与其他平面波完全无关;也就是说, 𝜓𝒌 是所有波矢为 𝒌 +𝑮的平面波的
线性叠加.

晶体哈密顿量在适当的基组下的矩阵可以被拆分成 𝒌分立的块对角形式,
是普适的结论2020: 我不试图区分算符和对应的

矩阵的符号, 这样符号会清爽一
些. 具体一个符号是算符还是矩
阵,通常根据上下文是自明的,不
清楚的情况我会尽量说明.
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𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋱
ℎ(𝒌𝑖−1)

ℎ(𝒌𝑖)
ℎ(𝒌𝑖+1)

⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (3.30)

其中对每一个 𝒌𝑖 , ℎ(𝒌𝑖)都是 (3.29)给出的无穷维矩阵. 在实际的计算不能处理
无穷维矩阵, 因此会截断倒格点 𝑮, ℎ(𝒌𝑖)的维数即为选取的倒格点的个数 𝑁 .
那么在每一个 𝒌 点,会得到 𝑁 个本征值,也就是说,总共会有 𝑁 条能带.

图 3.1:空晶格的能带.

在引入晶格势之前,我们先来考察晶格势为零时 (3.28)的解,这也被称为
空晶格模型. 此时, ℎ(𝒌)𝑮𝑮′ = 𝜀0𝒌−𝑮𝛿𝑮𝑮′ 为对角矩阵,本征态的个数和倒格点的
个数一样多,本征值为 𝜀0𝒌−𝑮 . 这也可以理解为从每一个倒格点为原点,会有一
条自由电子能带,也就是每个 𝒌 点会有 𝑁 条能带,与上面的一般结论一致. 需
要指出,空晶格的能带的上有许多能带简并点,使得从不同倒格点出发的抛物
线型能带简并. 例如,对于从原点 𝑶 和倒格点 𝑮 出发的两条能带,对满足线性
方程

𝒌 ⋅ �̂� = 1
2𝐺 (3.31)

的 (超)平面上的 𝒌. 这样的平面是连结原点 𝑶 和 𝑮 的线段的垂直平分面,也
就是布拉格面21. 21: Bragg plane

图 3.2: 一维晶格的电子气能
带. ch05-plots.nb: 61 个平面
波, 𝑈 = 2.0

作为另一个简单的示例, 作为例子考虑一维晶体, 原胞长度为 𝑎. 设电子
感受到的有效势为

𝑉 (𝑥) = 2𝑈 cos(2𝜋𝑥/𝑎). (3.32)

对应倒格子原胞的长度为 𝑏 = 2𝜋/𝑎. 其傅立叶分量只有在 𝑘 = ±𝑏 时非零,
𝑉±𝑏 = 𝑈 . 那么在平面波基组下, ℎ(𝑘)具有如下形式

ℎ(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋱ ⋱ ⋱
𝑈 𝜀0𝑘−2𝑏 𝑈

𝑈 𝜀0𝑘−𝑏 𝑈
𝑈 𝜀0𝑘 𝑈

𝑈 𝜀0𝑘+𝑏 𝑈
𝑈 𝜀0𝑘+2𝑏 𝑈

⋱ ⋱ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

较之于图3.1, 图3.2中的能带结构出现了一个重要的新特征. 空晶格的能
带从最低的能量往上, 所有的能量上都有单粒子态. 然而在晶格势不为零时,
图3.2中的能带结构里,出现了一些有限的能量段上,没有单粒子态了. 在能带
结构上没有电子态的有限能量间隙, 被称为能隙22、带隙23或者禁带24. 能隙

22: energy gap
23: bandgap
24: forbidden band

是量子力学和周期晶体结构的共同结果, 是在德鲁达或者索墨菲的金属电子
学中所不具有的新概念, 我们后面将进一步理解能隙的出现的原因和其物理
效应. 特别要注意,在这个模型中,能隙出现在原本简并的布拉格面上,这一点
在下一节中可以得到澄清.

如果我们选取周期规范 (3.19),那么我们只需要选取倒空间的任意一个原
胞,就可以完整地表示所有的本征态波函数和能带结构. 一般来说人们会选取
倒格子的魏格纳-赛茨原胞,称为第一布里渊区25,来展示能带结构. 通常第一

25: the first Brillouin zone

布里渊区会简称为布里渊区, 缩写为 BZ, 跟魏格纳-赛茨原胞一样, 是具有晶
格点群对称性的超多面体. 使用第一布里渊区中的本征态的波函数和能带可
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以完全描述晶体中无相互作用电子态, 这被称为约化区表象26, 如图3.2(a) 所26: reduced zone representation
示.

虽然现在大多数情况下都采用约化区表象来展示能带结构,这里也提一
下另外两种展示能带的方式. 扩展区表示27的展示方式会从完全自由电子的27: extended zone representa-

tion 能带 𝜀0𝑘 出发, 考虑在晶格势影响下, 出现的能带, 如图3.2(b) 所示. 不难看出,
约化区表示的能带, 可以通过将扩展区表示的能带中不处于第一布里渊区
的能带段通过倒格矢平移至第一布里渊区得到, 这个操作被称为能带折叠28;28: band folding
图3.2(a-b)中红蓝两色能带各自对应展示这样的关系. 周期区表示29则根据能29: perdiodic zone representa-

tion 带对 𝒌 的周期性将能带复制到所有的布里渊区.

§2. 近自由电子近似: 能隙,费米面

早期的德鲁达和索墨菲金属电子论非常成功,表明金属中的电子可以在
零阶近似被当作是自由电子, 晶格的影响和相互作用可以被完全忽略. 现在
我们知道,当原子的价电子(最外壳层)只有 s和 p电子的单质,在自由电子的
基础上, 引入微弱的晶格势所带来的领头阶微扰就可以很好的描述其电子结
构.AM 这样的晶体电子结构方法称为近自由电子近似30.3130: nearly free electron approxi-

mation
31: 本节参考 Ashcroft & Mer-
min, ch. 9, pp.152-159.

通常, 内层电子由于受到原子核的束缚, 在许多低能的过程中并不重要,
对在外场下的变化亦不显著, 因此可以将原子核和内层电子当作是刚性的离
子,称为离子实32. 原子核和电子之间具有长程的库伦相互作用. 虽然原子核32: ionic core
对价电子影响最强的区域在原子核附近,然而由于泡利不相容原理,价电子受
到包裹原子核的内层电子排斥,空间分布上 (相较于内层电子)更加远离原子
核. 加上电子本身具有电荷可以屏蔽一部分核电荷,因而价电子感受到的晶格
势被进一步削弱.

近自由电子近似正是基于以上图像,认为晶格势 𝑉 非常弱, 𝜓𝒌 与平面波
非常接近. 重写 (3.28)得到

(𝜀𝒌 − 𝜀0𝒌−𝑮) 𝑐𝒌−𝑮 = ∑
𝑮′

𝑉𝑮′−𝑮𝑐𝒌−𝑮′ . (3.33)

现在考察在 𝒌 处,发源于 𝑲 的自由电子能带, 𝜀0𝒌−𝑲 ,且 𝒌 远离布拉格面

|𝜀0𝒌−𝑲 − 𝜀0𝒌−𝑮 | ≫ ||𝑉 ||, ∀𝑮 ≠ 𝑲. (3.34)

对于微弱的晶格势, 𝜀𝒌 ≈ 𝜀0𝒌−𝑲 + 𝛿𝜀, 其中 𝛿𝜀 ∼ 𝑂(𝑉 ).33 此时, 𝑐𝒌−𝑲 ≈ 1, 𝑐𝒌−𝑮 ≈33: 大 𝑂 记号, 此处为无穷小渐
近,表示领头阶小量. 0, ∀𝑮 ≠ 𝑲 . 于是

𝑐𝒌−𝑮 = 𝑉𝑲−𝑮𝑐𝒌−𝑲
𝜀0𝒌−𝑲 − 𝜀0𝒌−𝑮

+ 𝑂(𝑉 2). (3.35)

在 (3.33) 中取 𝑮 = 𝑲 , 并将上式代入等式右边, 消除等式两边共同的因子
𝑐𝒌−𝑲

𝜀𝒌 = 𝜀0𝒌−𝑲 +∑
𝑮

|𝑉𝑮−𝑲 |2
𝜀0𝒌−𝑲 − 𝜀0𝒌−𝑮

+ 𝑂(𝑉 3). (3.36)

(3.35)表明,在晶格势的作用下原本独立的 |𝒌 −𝑮⟩平面波分量会混合起来
形成布洛赫波函数,混入的几率幅正比于连接 𝒌 − 𝑮 和 𝒌 − 𝑲 的晶格势 𝑉𝑲−𝑮 ,
反比于两个自由电子态的能量差. 从 (3.36)式可以看出,这样的混合可以带来
𝑉 2 阶的能级修正. 如果 𝜀𝒌−𝑮 > 𝜀𝒌−𝑲 ,自由电子的能量会降低,反之自由电子
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的能量会上升. 简而言之,原本自由电子态在微弱晶格势的作用下发生能级排
斥,这当然也是 (非简并)微扰的一般结果.

但是但是但是,上面的分析对于接近布拉格面的倒空间区域并不适用,因
为我们在前一节以已经发现,在布拉格面上自由电子态存在简并,在布拉格面
附近电子态也是接近简并的, 此时能量移动对于自由电子的能量差不能作为
小量,上面的过程失效.

我们考虑最简单的近简并情形, 𝒌 只接近一个布拉格面 (对应倒格矢 𝑮),
同时远离其他所有的布拉格面. 接近简并的自由电子态为 |𝒌⟩和 |𝒌 − 𝑮⟩,我们
可以忽略其他所有的自由电子态的影响,因此可以写下如下本征值方程

[
𝜀0𝒌 𝑉𝑮
𝑉 ∗𝑮 𝜀0𝒌−𝑮] [

𝑐𝒌
𝑐𝒌−𝑮] = 𝜀𝒌 [

𝑐𝒌
𝑐𝒌−𝑮] (3.37)

我们看到,这是一个在两个平面波态的希尔伯特子空间的两能级问题.

一般的两能级问题的将哈密度量矩阵可以写作
𝐻 = ℎ0 + 𝒉 ⋅ 𝝈,
𝒉 = [ℎ𝑥 , ℎ𝑦 , ℎ𝑧] = ℎ[sin 𝜃 cos 𝜙, sin 𝜃 sin 𝜙, cos 𝜃], (3.38)

其中 ℎ𝑖 均为实数. 容易验证,两能级体系的本征能量和波函数可以写为

𝐸 = ℎ0 ± ℎ, (3.39)

|𝜓−⟩ =
⎛⎜⎜⎝

− sin 𝜃
2

cos 𝜃
2𝑒

i𝜙
⎞⎟⎟⎠
, |𝜓+⟩ =

⎛⎜⎜⎝
cos 𝜃

2
sin 𝜃

2𝑒
i𝜙

⎞⎟⎟⎠
. (3.40)

𝒌Γ

𝜀𝒌

1
2𝑮

2|𝑉𝑮 |

图 3.3:自由电子由于晶格势散射,
在布拉格面附近打开能隙, 能隙
的大小约为 2|𝑉𝑮 |.

对于 (3.37)

ℎ0 = 𝜀0𝒌 + 𝜀0𝒌−𝑮
2 ,

𝒉 = [Re𝑉𝑮 , − Im𝑉𝑮 ,
𝜀0𝒌 − 𝜀0𝒌−𝑮

2 ],
(3.41)

立刻得到

𝜀(±)𝒌 = 𝜀0𝒌 + 𝜀0𝒌−𝑮
2 ±

√(
𝜀0𝒌 − 𝜀0𝒌−𝐺

2 )

2
+ |𝑉𝑮 |2. (3.42)

我们发现,如果 𝑉𝑮不为零,则原本无能隙的自由电子态会出现能隙. 如图3.3所
示, 由于晶格势的作用, 本来线性接近布拉格面的自由电子能带发生弯曲, 越
靠近布拉格面弯曲越大,在布拉格面处出现能隙,大小为 2|𝑉𝑮 |.

现在观察一下能隙处的波函数的特性. 在 𝒌 = 𝑮/2处, ℎ𝑧 = 0, 𝜃 = 𝜋/2. 能
隙上下的两个布洛赫态的波函数分别为

𝜓 (−)(𝒓) = −i√
2
𝐿𝑑 𝑒

i𝜙/2 sin
𝑮 ⋅ 𝒓 − 𝜙

2 ,

𝜓 (+)(𝒓) = √
2
𝐿𝑑 𝑒

i𝜙/2 cos
𝑮 ⋅ 𝒓 − 𝜙

2 .
(3.43)
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𝑥

𝑛(−)(𝑥)

𝑥

𝑛(+)(𝑥)

图 3.4:近自由电子气的能隙处的
电子密度.

可见,电子的几率密度在上下能个带边34处为

34: band edge

𝑛(−)(𝒓) = 2
𝐿𝑑 sin2

𝑮 ⋅ 𝒓 − 𝜙
2 ,

𝑛(+)(𝒓) = 2
𝐿𝑑 cos2

𝑮 ⋅ 𝒓 − 𝜙
2 .

(3.44)

因而,电子的电荷密度的零点和极大值点在空间中交错出现,如果晶体没有特
别的对称性, 两个布洛赫态感受到不同的晶格势, 获得不同的能量, 从而打开
能隙. 例如,对于 (3.32)所描述的一维晶格势,在 𝐺 = 2𝜋/𝑎处非零,且由于中心
反演对称性, 𝑉2𝜋/𝑎 = 𝑈 < 0为实数 (𝜙 = 𝜋 ),则带边的电子密度如图3.4所示. 简
而言之,晶体中的能隙的出现体现了由于晶格势带来的电子密度的不均匀.

在近自由电子近似下,微弱的晶格势不仅仅造成能隙,而且也造成布拉格
面附近的能带弯曲. 由式 (3.42)可得,在布拉格面上两支能带的群速度3535: group velocity

𝒗𝑛𝒌 = 𝜕𝜀𝑛𝒌
ℏ𝜕𝒌 (3.45)

为 (按通用管理,下标 𝑛为能带指标)

𝒗𝑛𝒌 = ℏ
𝑚(𝒌 − 𝑮/2), (3.46)

与布拉格面平行. 也就是说,能带在 𝒌 空间的梯度垂直于布拉格面,因此穿过
布拉格面的等能面必然垂直于布拉格面.

对于能带体系,费米面是特别的一类等能面,定义为

𝜀𝑛𝒌 = 𝜀F. (3.47)

我们考虑二维方格子上近自由电子气体的费米面. 对于特定浓度的空晶格电
子气,如图3.5(a-b)所示,其费米面恰好穿过第一布里渊区边界. 在晶格势出现
后,原本圆形的费米面在布里渊区边界处发生弯曲,被分割为曲线段. 在周期
表象下 (图3.5(e)),可以看到费米面形成了一些小的封闭曲线,它所环绕的区域
被形象地称 “口袋”. 依据其占据情况, 电子占据的口袋称为电子口袋36, 电子36: electron pocket
占据的口袋称为空穴口袋37. 能带中电子和空穴的概念之后会进一步讨论.37: hole pocket

图 3.5:二维方格子上电子气的费
米面.
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以上的分析和结论虽然是基于弱的晶格势的微扰论得到,但是对于一般
的能带结构, 往往也是适用的. 作为展示, 在图3.6中展示了 fcc单原子晶体的
空晶格能带和基于 (3.28)所计算得到的能带. 可以看到,原本的自由电子能带
在晶格势的作用下,在布拉格面上出现能隙,也在高对称路径上产生能带劈裂.
一般而言,能带中的简并和能带劈裂往往可以通过晶体对称性的表示论理解,
这超出了本课程讨论的范围,就不进一步讨论. 基于平面波的能带计算中,离
子实对价电子的势也需要特别考虑. 真实价电子波函数在靠近原子核的区域
是快速振荡的, 以保持和内层电子波函数正交. 这就要求使用大量的平面波,
才能准确描述这样的空间振荡,使得计算变得昂贵. 为了规避这个问题,也基
于物理的考虑,人们往往会使用所谓的赝势38来描述离子实和价电子的相互作 38: pseudopotential
用. 赝势的构造,使得与之对应的价电子波函数 (称为赝波函数)在靠近原子核
的区域平滑,而在远离原子核的波函数与真实波函数等同. 此处,我们使用了
Ashcroft提出的空实赝势39(加入了托马斯-费米屏蔽) 39: empty-core pseudopotential

𝑣empty core(𝑟) = {
0, 𝑟 ≤ 𝑅𝑐 ,
− 𝑘𝑒𝑢𝑒−𝑝𝑟

𝑟 , 𝑟 > 𝑅𝑐 ,
(3.48)

其中 𝑘𝑒 是库伦常数, 1/𝑝 为屏蔽长度. 虽然形式简单,我们得到的能带与文献
中 fcc铝的能带结构也颇为相似.40 现代电子结构计算中的赝势更为复杂,种 40: Walter A. Harrison. Phys.

Rev. 118, 1182 (1960).类繁多,有兴趣的读者可以参考相关专著.41
41: Richard Martin. Electronic
Structure Methods, CUP (2004).

图 3.6:面心立方晶格的能带结构.
(a)空晶格能带. (b)使用屏蔽的空
实势计算, 𝑣(𝑘) = − 4𝜋𝑢 cos(𝑅𝑐𝑘)

𝑘2+𝑝2 (原
子单位, 见 N. W. Ashcroft, Phys.
Lett. 23, 48 (1966)). 𝑢 = 0.2, 𝑝 =
5.0, 𝑅𝑐 = 2, 𝑎 = 10.0.使用了 701
个平面波. 布里渊区图来自维某
基.

3.3 紧束缚方法

§1. 原子轨道基组线性组合

首先考虑氢分子离子 H+2 的电子结构. 在孤立氢原子中,能级按照 −1/𝑛2
的顺序排列. 最低能级 𝐸0 = −13.6 eV,远低于其他激发态能级, 其轨道的空间
尺度为玻尔半径,处于基态的电子被紧紧的束缚在质子附近. 当两个质子相互

https://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.118.1182
https://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.118.1182
https://www.cambridge.org/core/books/electronic-structure/DDFE838DED61D7A402FDF20D735BC63A
https://www.cambridge.org/core/books/electronic-structure/DDFE838DED61D7A402FDF20D735BC63A
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靠近,但距离并不太小时,预期新的基态是原本两个基态的加上相互扰动形成.
对于无穷质量的质子42,电子哈密顿量为42: 因此质子的动能被淬灭, 等

同于对有限质量质子引入波恩-
奥本海默近似

𝐻 = 𝑝2
2𝑚 − 𝑘𝑒𝑒2

|𝒓 − 𝑹1|
− 𝑘𝑒𝑒2
|𝒓 − 𝑹1|

, (3.49)

𝑹𝑖 为质子的位置, 𝒓, 𝒑为电子位置和动量.
𝜙1(𝑟) 𝜙2(𝑟)

𝑟

图 3.7:氢分子离子模型. 若我们认为孤立原子的基态波函数,也就是原子轨道43, 𝜙𝑖 , 𝑖 = 1, 2可以较

43: atomic orbital

好地近似分子离子的低能电子激发,则用 𝜙𝑖 来展开上述哈密顿量. 令

𝜓 = 𝑐1𝜙1 + 𝑐2𝜙2, (3.50)

代入 (3.49)所对应的单粒子薛定谔方程的系数方程

[
𝐻11 𝐻12
𝐻21 𝐻22 ] [

𝑐1
𝑐2 ] = 𝜀 [

1 𝒪
𝒪 1 ] [

𝑐1
𝑐2 ] , (3.51)

其中 𝒪 = 𝑆12,交叠积分44定义为44: overlap integral

𝑆𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖 |𝜙𝑗⟩. (3.52)

我们假设 𝜙𝑖 为坐标的实函数,且已经归一化,交叠矩阵的对角元 𝑆𝑖𝑖 = ⟨𝜙𝑖 |𝜙𝑖⟩ =
1. 𝐻11 = 𝐻22 = 𝐸0 + 𝛿𝐸,其中 𝛿𝐸来自于另一个质子对原子基态能量的修正. 对
角元对应了电子处于其中一个原子的能量,常常被称为在位能45. 非对角元45: on-site energy

𝐻𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖 |𝐻 |𝜙𝑗⟩, 𝑖 ≠ 𝑗, (3.53)

反映了电子在不同能级之间跃迁所带来的动能弛豫,常常被称为跃迁积分46或46: hopping integral
者跃迁能47.47: hopping energy

我们通常倾向于使用正交归一的基组,避免交叠积分在计算中出现. 为此,
我们先将基组正交化. 有不同的办法可以得到不同的正交基组. 从直观的角度
可以看出,可以通过在 𝜙1 中混入少量 𝜙2, 𝜙2 中混入少量 𝜙1,得到一套新的基
组,

̃𝜙1 = 𝜙1 + 𝑥𝜙2
√1 + 𝑥2 + 2𝑂𝑥

̃𝜙2 = 𝑥𝜙1 + 𝜙2
√1 + 𝑥2 + 2𝑂𝑥

. (3.54)

取 𝑥 = (√1 − 𝒪2 − 1)/𝒪 ,可以消除掉交叠积分,使得 ̃𝜙𝑖 为正交归一基组.
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𝐸 𝐸

𝜀(−)

𝜀(+)

2|𝑉 |

图 3.8:氢分子离子能级图.

那么在新定义的基组下, (3.51)可以写为

[
𝐸 𝑉
𝑉 𝐸 ] [

̃𝑐1
̃𝑐2 ] = 𝜀 [

̃𝑐1
̃𝑐2 ] , (3.55)

此处 𝐸 是 ̃𝜙𝑖 的在位能, 𝑉 是 ̃𝜙𝑖 的跃迁积分. 由 (3.39)可得氢分子离子的最低
能级为

𝜀(±) = 𝐸 ± |𝑉 |. (3.56)

因此, 我们们可以用一套以原子为中心的正交归一基组来描述氢分子的的低
能电子激发.

如果分子或者固体中的原子间距大于原子轨道的尺寸,那么周围原子的
存在可以被看做是对孤立原子的原子轨道的微小扰动. 在这样一个极限下,把
电子态看做是由原子轨道的线性叠加似乎更为合理. 在分子体系的电子结构
理论中,这样的方法称为原子轨道线性组合法48,而在晶体的电子能带论中,这 48: linear combination of atomic

orbitals (LCAO)往往称为紧束缚方法49. 需要注意,理论上我们可以建立完备的原子轨道基组,
49: tight-binding method因此紧束缚方法和平面波方法一样,是能带论的不同表象. 然而在实际应用中,

往往我们 (希望) 使用少数原子轨道即可以很好地描述体系的低能电子激发,
在此情形下紧束缚方法又称为紧束缚近似50. 50: tight-binding approximation

§2. 紧束缚近似

布洛赫在 1928 年即提出, 可以将晶体中的原子轨道组合为布洛赫函数.
简单起见,我们考虑单原子晶体,每个原子上引入一个原子轨道 |𝜙𝑹⟩. 取布里
渊区中的波矢 𝒌,组合出布洛赫函数

|𝜙𝒌⟩ =
1

√𝑁c
∑
𝑹

|𝜙𝑹⟩𝑒i𝒌⋅𝑹 . (3.57)

对应的逆变换为
|𝜙𝑹⟩ =

1
√𝑁c

∑
𝒌∈BZ

|𝜙𝒌⟩𝑒−i𝒌⋅𝑹 . (3.58)

对应的逆变换为验证这是布洛赫函数

𝑇𝑹 |𝜙𝒌⟩ =
1

√𝑁c
∑
𝑹′

𝑇𝑹 |𝜙𝑹′⟩𝑒i𝒌⋅𝑹′

= 1
√𝑁c

∑
𝑹′

|𝜙𝑹′−𝑹⟩𝑒i𝒌⋅𝑹′

= 1
√𝑁c

∑
𝑹′

|𝜙𝑹′⟩𝑒i𝒌⋅(𝑹′+𝑹)

= 𝑒i𝒌⋅𝑹 |𝜙𝒌⟩.

(3.59)

如果我们假设 {𝜙𝑹 |𝑹 ∈格矢}正交归一,

⟨𝜙𝑹 |𝜙𝑹′⟩ = 𝛿𝑹𝑹′ , (3.60)
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则容易验证, {𝜙𝒌 |𝒌 ∈波矢}也正交归一

⟨𝜙𝒌 |𝜙𝒌′⟩ = 1
𝑁c

∑
𝑹𝑹′

𝑒−i(𝒌⋅𝑹−𝒌′⋅𝑹′)⟨𝜙𝑹 |𝜙𝑹′⟩ = 1
𝑁c

∑
𝑹

𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝑹 = 𝛿𝒌𝒌′ . (3.61)

现在考察以 {𝜙𝒌 |𝒌 ∈ 波矢}为基组的哈密顿量矩阵元, ⟨𝜙𝒌 |𝐻 |𝜙𝒌′⟩. 由晶体
哈密顿量 𝐻 与格矢平移对易, 𝐻|𝜙𝒌′⟩ 为对应波矢 𝒌 的布洛赫函数51, 因此当51: 我们没有假设 |𝜙𝒌⟩为 𝐻 的本

征态. 𝒌 ≠ 𝒌′ 时, ⟨𝜙𝒌 |𝐻 |𝜙𝒌′⟩为零;对于 𝒌 = 𝒌′

𝐻𝒌 = ⟨𝜙𝒌 |𝐻 |𝜙𝒌⟩ =
1
𝑁c

∑
𝑹,𝑹′

𝑒−i𝒌⋅(𝑹−𝑹′)⟨𝜙𝑹 |𝐻 |𝜙𝑹′⟩ = ∑
𝑹

𝑒−i𝒌⋅𝑹𝑡𝑹 , (3.62)

最后一步使用了晶体的平移不变性,其中 𝑡𝑹 为跃迁能 ⟨𝜙𝑹 |𝐻 |𝜙𝟎⟩. 因此在 𝒌 空
间,哈密顿量可以写为

𝐻 = ∑
𝒌∈BZ

𝐻𝒌 |𝜙𝒌⟩ ⟨𝜙𝒌 |. (3.63)

不难验证,在定义在格点上的原子轨道基组下哈密顿量为

𝐻 = ∑
𝑹,𝑹′

𝑡𝑹−𝑹′ |𝜙𝑹⟩ ⟨𝜙𝑹′ |, (3.64)

这就是通常所说的紧束缚哈密顿量52. 注意由于 {𝜙𝑹}并不完备,所以紧束缚哈52: tight-binding Hamiltonian
密顿量只是完整单电子哈密顿量在原子轨道基组张开的子空间中的形式.

𝑝𝑦 𝑝𝑦

𝑠
𝑑𝑥𝑦

𝑝𝑥

𝑑𝑦𝑧

图 3.9:二维方格子上的多轨道紧
束缚模型.

一般而言,每个原胞内可以有多个原子,每个原子上可以有多个原子轨道
参与形成电子能带. 用指标 𝑖, 𝑗 标记原胞内的原子轨道,原子轨道的正交性写
作

⟨𝜙𝑖𝑹 |𝜙𝑗𝑹′⟩ = 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑹𝑹′ . (3.65)

紧束缚哈密顿量的一般形式为

𝐻 = ∑
𝑖𝑹,𝑗𝑹′

𝑡(𝑖𝑹, 𝑗𝑹′)|𝜙𝑖𝑹⟩ ⟨𝜙𝑗𝑹′ |, (3.66)

其厄米性要求跃迁能有如下关系

𝑡(𝑖𝑹, 𝑗𝑹′) = 𝑡(𝑗𝑹′, 𝑖𝑹)∗. (3.67)

引入变换
|𝜙𝑖𝒌⟩ =

1
√𝑁c

∑
𝑹

|𝜙𝑖𝑹⟩𝑒i𝒌⋅𝑹 ,

|𝜙𝑖𝑹⟩ =
1

√𝑁c
∑
𝒌∈BZ

|𝜙𝑖𝒌⟩𝑒−i𝒌⋅𝑹 ,
(3.68)

可得哈密顿量
𝐻 = ∑

𝒌
∑
𝑖𝑗

|𝜙𝑖𝒌⟩𝐻𝑖𝑗 (𝒌)⟨𝜙𝑗𝒌 |. (3.69)

可见,在布洛赫基组下哈密顿量在 𝒌 空间是完全分立的. 对于波矢 𝒌,哈密顿
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量矩阵 𝐻(𝒌)的矩阵元为

𝐻𝑖𝑗 (𝒌) = ∑
𝑹

𝑒−i𝒌⋅𝑹𝑡(𝑖𝑹′ + 𝑹, 𝑗𝑹′). (3.70)

§3. 瓦尼尔函数

以上介绍的紧束缚近似,隐含假设 𝜙𝑖𝑹 基组正交归一. 如果 𝜙𝑖𝑹 是原子基
组,那么这确实是一个近似. 不过,瓦尼尔提出了另一套基组,使得我们可以给
每一个格点设定自然的表达能带的正交归一的基组,称为瓦尼尔函数.53 53: G. H. Wannier, The Structure

of Electronic Excitation Levels in
Insulating Crystals, Phys. Rev. 52,
191 (1937).

从晶体哈密顿量的本征波函数 (3.19)出发. 我们可以定义对应格矢 𝑹 和
能带 𝑛 = 1,⋯ , 𝑁b 的瓦尼尔函数如下

|𝑤𝑛𝑹⟩ =
1

√𝑁c
∑
𝒌

|𝜓𝑛𝒌⟩𝑒−i𝒌⋅𝑹 . (3.71)

上式虽然形式上与式 (3.68)一样,但是这里的 𝜓𝑛𝒌 为晶体哈密度量的本征波函
数,而式 (3.68)中的 𝜙𝑖𝒌 是原子轨道组合成的布洛赫函数,一般而言不是本征
波函数.

当然, 对给定 𝒌 的本征波函数进行线性变换, 得到的新的一套函数仍
然是布洛赫函数, 虽然不一定是本征波函数. 为了保持正交归一性, 线性变
换是幺正变换, 记作矩阵 𝑈 (𝒌). 为了保证周期规范 (3.19), 𝑈 (𝒌) 为周期函数:
𝑈 (𝒌) = 𝑈 (𝒌 + 𝑮). 那么,我们可以推广瓦尼尔函数的定义

|𝑤𝑎𝑹⟩ =
1

√𝑁c
∑
𝑛𝒌

|𝜓𝑛𝒌⟩𝑈𝑛𝑎(𝒌)𝑒−i𝒌⋅𝑹 , (3.72)

其中 𝑎 = 1,⋯ , 𝑁b. 不难看出,瓦尼尔函数是布洛赫函数的幺正变换,因此利用
布洛赫函数的正交归一性,可以迅速验证其正交归一性

⟨𝑤𝑎𝑹 |𝑤𝑏𝑹′⟩ = 𝛿𝑎𝑏𝛿𝑹𝑹′ . (3.73)

由此可见, 由于 𝑈 (𝒌) 所引入的规范自由度, 瓦尼尔函数并不唯一. 这也
为瓦尼尔函数的构造提供可变参量, 人们希望通过选取 𝑈 (𝒌), 以优选所得瓦
尼尔函数的某些特性. 通常认为 (或者希望) 电子体系对局域扰动的响应是
短程的,54 所以会构造某种形式的局域瓦尼尔函数.55 正如原子轨道可以选为 54: E. Prodan and W. Kohn, Proc.

Natl. Acad. Sci. USA 102, 11635
(2005).
55: N. Marzari and D. Vanderbilt,
Phys. Rev. B 56, 12847 (1997).

𝑆𝑂(3)群的不可约表示,瓦尼尔函数可以选为对应原子的点位对称性的不可约
表示.

一般而言,局域瓦尼尔函数的存在性并没有保障. 这个话题超出了本课程
的教学范畴,我们先不深究,只是简单陈述一些已知结论. 通过研究一维定态
薛定谔方程 (无自旋轨道耦合)对应的边条件问题,孔恩证明了有中心反演的
一维体系可以得到指数局域的瓦尼尔函数.56 不过,孔恩的证明没法向高纬推 56: W. Kohn, Phys. Rev. 115, 809

(1959).广. 后来 Nenciu通过投影算符的技巧证明: 对于任意维度的有时间反演体系,
孤立的能带总是具有局域的瓦尼尔函数.57 对于多数实际应用,我们可以认为 57: G. Nenciu, Commun. Math.

Phys. 91, 81 (1983).我们所讨论的原子轨道基组其实是长得象原子轨道的瓦尼尔函数, 满足正交
归一性.
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3.4 能带模型举例

§1. 一维单原子链

𝑥

𝑘

𝜀𝑘

−𝜋/𝑎 𝜋/𝑎

𝜀

𝑔(𝜀)

图 3.10:一维单原子紧束缚模型.

在本节我们考察一维单原子链的紧束缚模型. 设晶格常数为 𝑎,那么对应
格点 𝑥(整数)的原子轨道记作 |𝑥⟩. 假设原子轨道足够局域,仅有最近邻跃迁是
主导的,可以安全地忽略更为远程的跃迁. 设最近邻跃迁能为 −𝑡 , (𝑡 > 0)那么
紧束缚近似下的哈密顿量写为

𝐻 = −𝑡∑
𝑥

(|𝑥⟩⟨𝑥 + 𝑎| + |𝑥 + 𝑎⟩⟨𝑥|) = ∑
𝑥

[(−𝑡)|𝑥⟩⟨𝑥 + 𝑎| +H.c.] (3.74)

第二个等号后求和下的的 H.c. 指加号前那一项的厄米共轭. 那么根据 (3.57)
的变换,立刻可以写出

𝐻 = ∑
𝑘

𝜀𝑘 |𝑘⟩⟨𝑘| (3.75)

其中对 𝑘 求和局限在第一布里渊区,能带色散关系为

𝜀𝑘 = −2𝑡 cos(𝑎𝑘). (3.76)

电子是费米子,所以每一个布洛赫态 |𝑘⟩中填充的电子遵从费米分布. 在
零温时,填充的最高能级称为费米能级. 那么平均每个原子的电子数为

𝑁𝑒
𝐿 = 2

𝐿
𝜀𝑘≤𝜀F
∑
𝑘

= 2
𝜋/𝑎

∫
−𝜋/𝑎

d𝑘
2𝜋 𝜃(𝜀F − 𝜀𝑘 ) =

2
𝜋 |𝑘F|, (𝑇 = 0) (3.77)

其中 𝑔𝑠 = 2的因子来自自旋简并, 𝜃(𝜀F − 𝜀𝑘 ) = 𝑓 0(𝜀𝑘 ; 𝑇 = 0)零温费米-狄拉克分
布函数. 如果每个原子有一个电子,可得费米波矢为 𝑘F = ±𝜋/2,对应 𝜀F = 0,此
时能带处于半填充. 这正是预期的结果,因为每个原子上一个轨道,最多填充
两个电子,因此一个每个原子上一个电子恰好使得能带半填充.

上面的计算也可以这么完成. 将自旋简并度记作 𝑔𝑠 ,在任意温度电子密度
为

𝑁𝑒
𝐿 = 𝑔𝑠

𝜋/𝑎

∫
−𝜋/𝑎

d𝑘
2𝜋 𝑓

0(𝜀𝑘 ) =
𝑔𝑠
𝜋

2𝑡

∫
0
d𝜀 1

|d𝜀/d𝑘| 𝑓
0(𝜀) = 𝑔𝑠

∞

∫
−∞

d𝜀𝑔(𝜀)𝑓 0(𝜀), (3.78)

其中
𝑔(𝜀) = 𝜃(2𝑡 − |𝜀|)

𝜋𝑎√(2𝑡)2 − 𝜀2 (3.79)

为 (单自旋)单位体积态密度 (以下简称态密度). 不难验证, 零温下此结果与
(3.77)一致. 态密度也可以这样计算

𝑔(𝜀) = ∫
BZ

d𝑘
2𝜋 𝛿(𝜀 − 𝜀𝑘 ) =

𝜋/𝑎

∫
−𝜋/𝑎

d𝑘
2𝜋 𝛿(𝜀 + 2𝑡 cos(𝑎𝑘)). (3.80)
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根据 delta函数的性质58可以得到同样结果. 注意在带边59, 𝑘 = 0, 𝜋 ,态密度发 58: 𝛿(ℎ(𝑥)) = ∑𝑖
𝛿(𝑥−𝑥𝑖 )
|ℎ′(𝑥𝑖 )|

, 𝑥𝑖 为
ℎ(𝑥)的根.
59: band edge

散. 由能带上的临界点 (导数为零)所造成的态密度奇点,被称为范霍夫奇点60.

60: van Hove singularity
一维范霍夫奇点处,态密度发散. 在高维体系能带会有不同的临界点,对应的
范霍夫奇点形式可能是态密度发散,或者态密度不连续,或者其一阶导数不连
续,后面会有展示.

如果我们把紧束缚模型看作是连续空间中电子薛定谔方程的离散形式,
现在尝试逆向工程紧束缚模型. 对原子链上的任意波函数

|𝜓 ⟩ = ∑
𝑥

𝜓(𝑥)|𝑥⟩. (3.81)

将哈密顿量 (3.74)作用于此波函数,得到

𝐻|𝜓⟩ = −2𝑡|𝜓 ⟩ − 𝑡∑
𝑥

(𝜓(𝑥 + 𝑎) − 2𝜓(𝑥) + 𝜓(𝑥 − 𝑎)) |𝑥⟩. (3.82)

上式右边括弧中的量是 𝜓(𝑥)二阶导数的中心差分公式,因此可以引入如下连
续空间定态薛定谔方程

𝐻𝜓(𝑥) ≈ (−2𝑡 − ℏ2
2𝑚∗

d2

d𝑥2)𝜓(𝑥) = 𝜀𝜓 (𝑥). (3.83)

显然,这里的有效质量为
𝑚−1∗ = 2𝑎2𝑡

ℏ2 . (3.84)

因此, 在基于格点的紧束缚模型中的跃迁能恰恰反映了在连续空间中的动能
算符. 由于电子被嵌入到了更为复杂的晶体势,所以其在外场下体现的粒子特
性也发生了改变,需要引入有效质量描述.

𝜀

𝑔(𝜀)

−2𝑡 2𝑡

𝜀

𝑔(𝜀)

−3𝑡 3𝑡
图 3.11: 二维方格子和三维简单
立方格子单轨道紧束缚模型的态
密度. 使用递归四面体积分方法
数值计算得到.

上面的结果,可以简单地推广到高维的立方格子. 对于 𝑑 维立方格子只有
最近邻跃迁的紧束缚模型,我们可以立刻得到其色散关系为

𝜀𝒌 = −2𝑡
𝑑
∑
𝑙=1

cos(𝑎𝑘𝑙 ),

𝑘𝑙 为 𝒌 的 𝑙 笛卡尔分量.

对于二维方格子,其态密度为

𝑔(𝜀) =
𝐾 (√1 − 𝜀2/(4𝑡)2)

2𝜋2𝑎2𝑡
其中 𝐾(𝑧) 为第一类完全椭圆积分. 三维简单立方晶格紧束缚模型的态密度
为

𝑔(𝜀) = 1
2𝜋2𝑎3𝑡

𝜋

∫
0
d𝜙 4𝑡

𝜀 − 2𝑡 cos 𝜙𝐾 (
4𝑡

𝜀 − 2𝑡 cos 𝜙) , (3.85)

需要数值计算上式中的积分.
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§2. 二次量子化初步

借助简单的紧束缚模型,可以对二次量子化和布局数表象给出一个矬矬
的介绍. 虽然对于一般的无相互作用问题求解,二次量子化的形式理论并不会
体现太多优势, 不过它会让我更好地了解固体中的能带论是多电子问题的本
质. 如果后面时间允许,介绍超导微观理论时,二次量子化是必要的. 如果希望
系统深入地学习这个话题, 推荐的参考书为Quantum Theory of Many-Particle
Systems by Fetter and Wallecka.

观察紧束缚哈密顿量中的 |𝑥 + 𝑎⟩⟨𝑥|这一项作用在一维单原子链上的多电
子态 |Ψ⟩上 (不太严谨地)

(|𝑥 + 𝑎⟩⟨𝑥|)|Ψ⟩. (3.86)

虽然 |Ψ⟩中,格点 𝑥 占据,而 𝑥 + 𝑎格点非占据,那么 |𝑥 + 𝑎⟩⟨𝑥|会把 𝑥 上的电子
拿走,放到 𝑥 + 𝑎上. 我们可以把这个过程形象地成为跃迁61,这是为什么 −𝑡 被61: hopping
称为跃迁能. 那么,我们可以用一个算符 𝑐𝑥 来表示在 𝑥 湮灭一个电子,对应的
𝑐†𝑥 在 𝑥 产生一个电子,那么上面的跃迁项可以写为

𝑐†𝑥+𝑎𝑐𝑥 . (3.87)

由于电子是自旋 1/2费米子,不过在不涉及磁性和自选轨道耦合时,我们可以
将电子当作“无自旋费米子”: 暂时略去产生、湮灭算符的自旋指标,只需记
得在计算最后可能需要对自旋求和,也就是乘以 2的因子. 这里的产生湮灭算
符,跟我们在处理简谐振子的产生湮灭算符类似. 所不同的是,简谐振子的产
生、湮灭算符对应的是振动量子, 是服从玻色分布的准粒子, 而电子的产生、
湮灭对应的是服从费米分布的实粒子.

一维简谐振子的状态由量子 𝑛 = 0, 1, 2, ⋯给出,指明了体系中的 (准)粒子
数. 费米子的状态也可以由体系中单粒子态承载的粒子数来表示. 由于泡利不
相容原理,每个单子态只能承载一个电子. 用指标 𝑖, 𝑗 来标记一个多电子体系
的单粒子态,对应单电子波函数 𝜙𝑖 , 𝜙𝑗 等,并假设单粒子基组正交归一. 那么多
电子体系的波函数可以由一串 0和 1给定,如 |010011101⋯⟩. 令 |0⟩为没有粒
子的真空态,我们可以给出粒子数表象的 𝑁𝑒 电子态基函数

|𝑛1𝑛2, ⋯⟩ =
𝑁𝑒
∏
𝑖=1

(𝑐†𝑖 )𝑛𝑖 |0⟩. (3.88)

费米子的交换对称性要求

| ⋯ 1𝑖 ⋯1𝑗 ⋯⟩ = −|⋯ 1𝑗 ⋯1𝑖 ⋯⟩. (3.89)

这就要求 {𝑐†𝑖 , 𝑐†𝑗 } = 0 = {𝑐𝑖 , 𝑐𝑗 }.

将产生和湮灭算符作用在某个粒子数表象的基函数上

𝑐𝑖 | ⋯ 1𝑖 ⋯⟩ = (−1)𝑁<𝑖 | ⋯ 0𝑖 ⋯⟩, 𝑐†𝑖 | ⋯ 1𝑖 ⋯⟩ = 0;
𝑐𝑖 | ⋯ 0𝑖 ⋯⟩ = 0, 𝑐†𝑖 | ⋯ 0𝑖 ⋯⟩ = (−1)𝑁<𝑖 | ⋯ 1𝑖 ⋯⟩.

(3.90)

http://feng.pku.edu.cn/files/ssp24/FetterWallecka.pdf
http://feng.pku.edu.cn/files/ssp24/FetterWallecka.pdf
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可见 {𝑐𝑖 , 𝑐†𝑖 } = 1.对于 𝑖 ≠ 𝑗,不失一般性地设 𝑖 < 𝑗

𝑐𝑖𝑐†𝑗 | ⋯ 1𝑖 ⋯0𝑗 ⋯⟩ = (−1)𝑁<𝑗 (−1)𝑁<𝑖 | ⋯ 0𝑖 ⋯1𝑗 ⋯⟩,
𝑐†𝑗 𝑐𝑖 | ⋯ 1𝑖 ⋯0𝑗 ⋯⟩ = (−1)𝑁<𝑖 (−1)𝑁<𝑗−1| ⋯ 0𝑖 ⋯1𝑗 ⋯⟩,

(3.91)

其中整数 𝑁<𝑖 指编号小于 𝑖 的轨道的占据数. 可得 {𝑐𝑖 , 𝑐†𝑗 } = 0. 总结起来,在粒
子数表象中,费米算符满足三个反对易关系

{𝑐𝑖 , 𝑐†𝑗 } = 𝛿𝑖𝑗 , {𝑐†𝑖 , 𝑐†𝑗 } = 0 = {𝑐𝑖 , 𝑐𝑗 } (3.92)

对于无相互作用体系,哈密顿量中每一项有一对费米算符. 对于有相互作
用体系,哈密顿量中会出现有超过两个费米算符的项. 如果粒子数守恒,那么
每一项的产生和湮灭算符数量相等. 然而, 也可能出现粒子数不守恒的情况,
例如在自旋波和超导的理论中会出现一对产生算符和一对湮灭算符的项. 不
过,在任何时候,任何一个和式项中费米算符的数目总是偶数.62 62: 需要考虑局域性, 例如 𝐻 =

𝑢(𝑐0 + 𝑐†0 ), 会带来非局域相互作
用.

𝑐†2𝑐1|10110⟩

𝑐†2𝑐1|10001⟩
图 3.12:二次量子化跃迁过程.虽
然所示的两个过程对应了不同的
矩阵元,但是其算符形式是相同.

对于 𝑑 维的布拉维格子,在每个原胞格矢方向重复 𝐿次,每个格点上放入
相同的正交归一的局域轨道,并引入波恩-冯卡曼边条件. 总共有 𝑁 = 𝐿𝑑 个局
域轨道,每个轨道的占据数位 0或者 1,那么这样一个体系的希尔伯特空间维
度为 2𝑁 . 在这个希尔伯特空间上的二次量子化紧束缚哈密顿量写为

𝐻 = ∑
𝑹,𝑹′

𝑡(𝑹 − 𝑹′)𝑐†𝑹𝑐𝑹′ (3.93)

如图3.12所示,一个跃迁算符,可以描述粒子数空间中完全不同的矩阵元,使得
二次量子化的算符简洁. 引入傅立叶变换,

𝑐†𝑹 = 1
√𝑁c

∑
𝒌

𝑐†𝒌𝑒−i𝒌⋅𝑹 ,

𝑐†𝒌 = 1
√𝑁c

∑
𝑹

𝑐†𝑹𝑒+i𝒌⋅𝑹 ,
(3.94)

立刻可以得到
𝐻 = ∑

𝒌
𝜀𝒌𝑐†𝒌 𝑐𝒌 . (3.95)

基态为
|Φ⟩ =

⎛⎜⎜⎝
∏

𝒌∈费米海
𝑐†𝒌
⎞⎟⎟⎠
|0⟩. (3.96)

§3. 一维双原子链
𝑡 −𝑡

图 3.13:一维双原子紧束缚模型.

考虑一维原子链,原子等间距排列,间距为 𝑎. 每个原胞中有两个原子,各
自有一个轨道,分别是 𝑝𝑦 和 𝑑𝑥𝑦 . 这两个轨道对应的产生算符为 𝑝†𝑥 和 𝑑†𝑥 ,费
米算符下标 𝑥 = 𝑛2𝑎为格矢. 注意从其中一个原子往其左边和右边的最近邻跃
迁能反号,这个可以从体系的中心反演对称和轨道的对称性得到. 设 ℋ 为一
次量子化哈密顿量,在以原子链上任意原子为中心的反演操作下不变. 设 𝑡 是
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从 𝑑𝑥𝑦 向左边的 𝑝𝑦 跳的矩阵元

𝑡 = ∫ 𝑝𝑦 (𝒓−𝒂)ℋ𝑑𝑥𝑦 (𝒓)d3𝑟 = ∫ 𝑝𝑦 (−𝒓−𝒂)ℋ𝑑𝑥𝑦 (−𝒓)d3𝑟 = −∫ 𝑝𝑦 (𝒓+𝒂)ℋ𝑑𝑥𝑦 (𝒓)d3𝑟

上式中第一个等号是 𝑡 的定义,第二个等号是做宇称变换,最后一式中的积分
是从 𝑑𝑥𝑦 向右边的 𝑝𝑦 跳的矩阵元. 所以,二次量子化的哈密顿量为

𝐻 = ∑
𝑥

Δ(𝑝†𝑥 𝑝𝑥 − 𝑑†𝑥 𝑑𝑥 ) + 𝑡(𝑝†𝑥 𝑑𝑥 − 𝑝†𝑥+2𝑎𝑑𝑥 +H.c.). (3.97)

引入傅立叶变换,可以得到

𝐻 = ∑
𝑘

Δ(𝑝†𝑘 𝑝𝑘 − 𝑑†𝑘 𝑑𝑘 ) + 𝑡(1 − 𝑒−i2𝑎𝑘 )𝑝†𝑘 𝑑𝑘 + 𝑡(1 − 𝑒+i2𝑎𝑘 )𝑑†𝑘 𝑝𝑘 . (3.98)

𝑘

𝜀𝑘

−𝜋/2𝑎 𝜋/2𝑎

𝜀

𝑔(𝜀)

图 3.14: 一维双原子紧束缚模型
的能带和态密度.

以上哈密顿量在 𝑘 空间是分离的,在每个 𝑘 点都是费米算符的二次型,因
此引入如下算符矢量

𝜓𝑘 = [
𝑝𝑘
𝑑𝑘] , 𝜓𝑘 = [𝑝†𝑘 , 𝑑†𝑘 ] . (3.99)

则哈密顿量可以写为

𝐻 = ∑
𝑘

𝜓†
𝑘 ℎ(𝑘)𝜓𝑘 , ℎ(𝑘) = [

Δ 𝑡𝑘
𝑡∗𝑘 −Δ] , (3.100)

这是一个两能级问题,由 (3.39)得

𝜀±𝑘 = ±√Δ2 + |𝑡𝑘 |2 = ±√Δ2 + 4𝑡2 sin2(𝑎𝑘). (3.101)

对应的能带色散和态密度如图3.14所示.

§4. 石墨烯的紧束缚模型
作为碳元素的一种同素异形体,石墨烯仅具有一层碳原子,可以视作一种

理想的二维晶体. 英国曼彻斯特大学物理学家安德烈·盖姆和康斯坦丁·诺沃
肖洛夫,于 2004年成功从石墨中分离出石墨烯. 基于这一发现,他们在石墨烯
体系中观察发现了常温下的量子霍尔效应 (2009年),并获得 2010年度诺贝奖.
石墨烯的能带结构在低能区域可以被看作是无质量狄拉克费米子, 对后来许
多重要的话题 (拓扑绝缘体、陈绝缘体、拓扑金属、量子输运,等等)都有重要
的影响. 现在让我们来看看这都是什么意思.

图 3.15: 石墨烯紧束缚模型. 左:
结构、格矢、晶格赝自旋.右: 𝑝𝑧
轨道.

𝒂1

𝒂2

A B
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如图3.15所示,石墨烯中每个原胞由两个碳原子,各自通过格矢平移形成
的二维六方格子通常称为 A、B子晶格. 设碳原子所居住的平面为 𝑥𝑦 面,我们
只考虑每个碳原子上的 2𝑝𝑧 轨道所形成的能带. 与 2𝑝𝑧 能量简并或者接近的
2𝑠和 𝑝𝑥 , 𝑝𝑦 轨道由于对称性,并不会和 2𝑝𝑧 杂化. 只考虑最近邻 𝑝𝑧 轨道之间的
跃迁,不难看出只有从 A和 B子晶格之间的跃迁. 每个 A原子可以和三个不
同原胞中的 B原子交换电子,分别对应格矢

𝑹1 = 0, 𝑹2 = −𝒂1, 𝑹3 = −𝒂2.

虽然对于石墨烯而言, 碳原子 A和 B由中心反演关联, 因而在位能应该相等,
我们还是设 A和 B子晶格的势能差为 2Δ. 这被称为交错晶格势,当然我们可
以随时取 Δ = 0. 紧束缚哈密顿量可以写为

𝐻 = ∑
𝑹

Δ(𝑎
†
𝑹𝑎𝑹 − 𝑏†𝑹𝑏𝑹) +∑

𝑹

3
∑
𝑖=1 (

𝑎†𝑹𝑏𝑹+𝑹𝑖 +H.c.) . (3.102)

同样引入旋量算符

𝜓𝒌 = [
𝑎𝒌
𝑏𝒌] , 𝜓𝑘 = [𝑎†𝒌 , 𝑏†𝒌] . (3.103)

则哈密顿量可以写为

𝐻 = ∑
𝒌

𝜓†
𝒌 ℎ(𝒌)𝜓𝒌 , ℎ(𝒌) = [

Δ 𝑡𝒌
𝑡∗𝒌 −Δ] , (3.104)

其中
𝑡𝒌 = −𝑡 (1 + 𝑒−i𝒌⋅𝒂1 + 𝑒−i𝒌⋅𝒂2) . (3.105)

色散关系为:
𝜀𝒌 = ±√Δ2 + |𝑡𝒌 |2 (3.106)

Γ M K Γ
−3
−2
−1
0
1
2
3

𝜀 (𝑡)

𝜀

𝑔(𝜀)

−3𝑡 3𝑡
图 3.16:石墨烯 𝑝𝑧 轨道的能带和
态密度. M= 1

2𝒃1, K=
1
3𝒃1 + 2

3𝒃2.
使用递归四面体积分方法数值计
算得到.

立刻可以得到石墨烯的能带

𝜀𝒌 = ±𝑡√3 + 2 cos(𝒌 ⋅ 𝒂1) + 2 cos(𝒌 ⋅ 𝒂2) + 2 cos(𝒌 ⋅ (𝒂1 − 𝒂2)) (3.107)

对于石墨烯, Δ = 0, 𝑡 ≈ 2.7 − 3.0 eV.在特殊路径上的能带及态密度如图3.16所示.
可以看到,能带具有粒子空穴对称性,在 K点处有零能二重简并. 而在态密度
上可以看到,零能的态密度为零,低能态密度为线性 𝑔 ∼ |𝜀|. 如果体系的费米能
恰好为零,我们可以将石墨烯看作是零能隙的半导体,或者费米面退化为点的
金属,这样的体系被称为半金属63.

63: semimetal

为了进一步看清楚 K点附近的能带, 我们将 𝜀𝒌 在 K=1
3𝒃1 + 2

3𝒃2 处展开.
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图 3.17:石墨烯低能电子色散.

𝜀

𝐾 ′ 𝐾

定义 𝒒 = 𝒌 − 𝐾 ,有

3 + 2 cos(𝒌 ⋅ 𝒂1) + 2 cos(𝒌 ⋅ 𝒂2) + 2 cos(𝒌 ⋅ (𝒂1 − 𝒂2))
= [−2 sin(2𝜋/3)𝒂1 − 2 sin(4𝜋/3)𝒂2 − 2 sin(−2𝜋/3)(𝒂1 − 𝒂2)] ⋅ 𝒒

+12[−2 cos(2𝜋/3)(𝑎1 ⋅ 𝒒)2 − 2 cos(4𝜋/3)(𝑎2 ⋅ 𝒒)2 − −2 cos(−2𝜋/3)((𝑎1 − 𝑎2) ⋅ 𝒒)2]
+𝑂(𝑞3)

≈ 3
4𝑎

2𝑞2.

可以得到在足够低的能量上, K点附近的能带色散关系为

𝜀𝑞 = ±ℏ𝑣F𝑞

其中费米速度 𝑣F = √3
2 𝑎𝑡/ℏ. 容易验证,在 𝐾 ′ = −𝐾 处,石墨烯的低能电子也呈

现同样的线性色散关. 如图3.17所示,在布里渊区的顶角处,石墨烯的低能激发
可以描述为 (2维)狄拉克电子,类比于无质量狄拉克方程.

3.5 布洛赫函数的性质

§1. 𝑢𝑛𝒌 的薛定谔方程

对单电子晶体薛定谔方程,观察如下变型

𝐻|𝜓𝑛𝒌⟩ = 𝜀𝑛𝒌 |𝜓𝑛𝒌⟩
⇔ 𝐻𝑒i𝒌⋅𝒓 |𝑢𝑛𝒌⟩ = 𝜀𝑛𝒌𝑒i𝒌⋅𝒓 |𝑢𝑛𝒌⟩
⇔ 𝑒−i𝒌⋅𝒓𝐻𝑒i𝒌⋅𝒓 |𝑢𝑛𝒌⟩ = 𝜀𝑛𝒌 |𝑢𝑛𝒌⟩

可见如果定义
𝐻𝒌 = 𝑒−i𝒌⋅𝒓𝐻𝑒i𝒌⋅𝒓 = 1

2𝑚 (𝒑 + ℏ𝒌)2 + 𝑉 (𝒓) (3.108)

我们发现本征布洛赫态的周期部分满足新的薛定谔方程

𝐻𝒌 |𝑢𝑛𝒌⟩ = 𝜀𝑛𝒌 |𝑢𝑛𝒌⟩. (3.109)

至少在形式上,我们只需要在原胞内求解这个薛定谔方程即可.

这里则需要澄清布洛赫函数的归一化问题. 对于布洛赫态,自然的归一化
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条件可以仿照平面波,

⟨𝜓𝑛𝒌 |𝜓𝑛′𝒌′⟩ = ∫
全空间

d𝑑 𝑟𝜓 ∗𝑛𝒌(𝒓)𝜓𝑛′𝒌′ (𝒓)

= (2𝜋)𝑑
𝐿𝑑 𝛿(𝒌 − 𝒌′)𝛿𝑛𝑛′ = 𝛿𝑛𝑛′𝛿𝒌𝒌′ .

(3.110)

考察上面的全空间积分

∫
全空间

d𝑑 𝑟𝜓 ∗𝑛𝒌(𝒓)𝜓𝑛′𝒌′ (𝒓) = ∫
全空间

d𝑑 𝑟 𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝒓𝑢∗𝑛𝒌(𝒓)𝑢𝑛′𝒌′ (𝒓)

= ∑
𝑹

∫
晶胞

d𝑑 𝑟 𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅(𝒓+𝑹)𝑢∗𝑛𝒌(𝒓 + 𝑹)𝑢𝑛′𝒌′ (𝒓 + 𝑹)

= 𝑁c𝛿𝒌𝒌′ ∫
晶胞

d𝑑 𝑟 𝑢∗𝑛𝒌(𝒓)𝑢𝑛′𝒌(𝒓)

= 𝑁c𝛿𝑛𝑛′𝛿𝒌𝒌′ ∫
晶胞

d𝑑 𝑟 𝑢∗𝑛𝒌(𝒓)𝑢𝑛𝒌(𝒓)

最后一步使用的正交关系是因为给定 𝒌, |𝑢𝑛𝒌⟩是 𝐻𝒌 的本征态.

由此可见, 方程 (3.110) 的归一化方式对应了 |𝑢𝑛𝒌⟩ 在晶胞内归一化条件
为

⟨𝑢𝑛𝒌 |𝑢𝑛′𝒌⟩晶胞 ≡ ∫
晶胞

d𝑑 𝑟 𝑢∗𝑛𝒌(𝒓)𝑢𝑛′𝒌(𝒓) =
1
𝑁c

𝛿𝑛𝑛′ . (3.111)

反过来,我们如果求解 (3.109),使用 |𝑢𝑛𝒌⟩在晶胞内归一比较方便

⟨𝑢𝑛𝒌 |𝑢𝑛′𝒌⟩晶胞 = 𝛿𝑛𝑛′ . (3.112)

这对应了布洛赫函数得归一化为

⟨𝜓𝑛𝒌 |𝜓𝑛′𝒌⟩ = 𝑁c𝛿𝑛𝑛′𝛿𝒌𝒌′ . (3.113)

实际计算时,需要注意采用哪一种归一化条件.

§2. 算符和矩阵元

由于动量 𝒑 和晶体哈密顿量不对易,一般而言布洛赫态不是动量的本征
态

𝒑|𝜓𝑛𝒌⟩ = ℏ𝒌|𝜓𝑛𝒌⟩ + 𝑒i𝒌⋅𝒓𝒑|𝑢𝑛𝒌⟩. (3.114)

注意到 𝒑|𝑢𝑛𝒌⟩也是周期函数,立刻可以得到

⟨𝜓𝑛𝒌 |𝒑|𝜓𝑛′𝒌′⟩ = 𝛿(𝒌 − 𝒌′) (𝛿𝑛𝑛′ℏ𝒌 + ⟨𝑢𝑛𝒌 |𝒑|𝑢𝑛′𝒌⟩) . (3.115)

由于 ⟨𝑢𝑛𝒌 |𝒑|𝑢𝑛𝒌⟩一般而言不为零,所以 ℏ𝒌 既不是布洛赫态的动量,也不是其
动量期望值. 虽然如此,当布洛赫电子与外加电磁场或其他粒子 (光子、声子)
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相互作用时, ℏ𝒌 却看起来像是动量,也会进入到动量守恒关系. 为此,人们称
ℏ𝒌 为准动量64或者晶体动量65.64: quasimomentum

65: crystal moemtum 现在考虑位置算符. 对于任意函数66𝑓 (𝒓),我们可以用布洛赫函数展开
66: 满足波恩-冯卡曼边条件.

|𝑓 ⟩ = ∑
𝑛𝒌∈BZ

𝑓𝑛,𝒌 |𝜓𝑛𝒌⟩. (3.116)

那么如果我们将位置算符作用于函数 𝜓 得到

𝒓|𝑓 ⟩ = ∑
𝑛𝒌∈BZ

𝑓𝑛,𝒌 |𝜓𝑛𝒌⟩

= ∑
𝑛𝒌∈BZ

𝑓𝑛,𝒌 (−i𝜕𝒌 |𝜓𝑛𝒌⟩ + 𝑒i𝒌⋅𝒓 i𝜕𝒌 |𝑢𝑛𝒌⟩)

= ∑
𝑛𝒌∈BZ

𝑒i𝒌⋅𝒓 i𝜕𝑘 (𝑓𝑛𝒌 |𝑢𝑛𝒌⟩)

最后一步做了分部积分,由于周期规范 (3.19)边界项为零. 在上式左右两边左
乘 ⟨𝜓𝑛𝒌 |即得到

𝒓𝑓𝑛𝒌 = i𝜕𝒌𝑓𝑛𝒌 +∑
𝑛′

𝑨𝑛𝑛′ (𝒌)𝑓𝑛′𝒌 , (3.117)

其中 𝑨𝑛𝑛′ (𝒌)为多带贝利联络6767: non-Abelian Berry connec-
tion

𝑨𝑛𝑛′ (𝒌) = ⟨𝑢𝑛𝒌 |i𝜕𝒌 |𝑢𝑛′𝒌⟩, (3.118)

此时使用晶胞内归一化 (3.112)显然比较方便,上面的 bra-ket通常对应在原胞
内积分. 换言之,在布洛赫表象下,位置算符为

𝒓 = i𝜕𝒌 + 𝑨(𝒌), (3.119)

其中 𝑨(𝒌)是以能带指标为指标的矩阵. 贝利联络在布洛赫电子在外场下的运
动中扮演重要角色,在研究其输运和光学性质中都很重要.

再来考虑对于 |𝑢𝑛𝒌⟩的速度算符

̇𝒓𝒌 = i
ℏ[𝒓, 𝐻𝒌] =

1
ℏ
𝜕𝐻𝒌
𝜕𝒌 . (3.120)

那么布洛赫态的速度应该是 ̇𝒓𝒌 的期望值

𝑣𝑛𝒌 = 1
ℏ⟨𝑢𝑛𝒌 |𝜕𝐻𝒌/𝜕𝒌|𝑢𝑛𝒌⟩ =

1
ℏ
𝜕𝜀𝑛𝒌
𝜕𝒌 , (3.121)

可见布洛赫态的速度期望值是其群速度.6868: group velocity
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