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易之为书也不可远，为道也屡迁，变动不居，周流六虚，上下无
常，刚柔相易，不可为典要，唯变所适.

–《周易-系辞下》

电子在外场下的运动很大程度上决定了固体材料在外加电磁场下的响应,
因此理解电子的运动规律是了解材料物性的关键. 在外场的作用下,电子可以
传递电荷能量和自旋,可以在实验上探测,这样的现象称为输运现象. 本章的
目的是基于能带理论,建立理解电子输运现象的微观理论,称为输运理论. 通
常输运理论有两条理论路径. 第一条路径是结合电子的微观准经典运动方程
和宏观玻尔兹曼方程,计算宏观响应. 然而,有一些现象中电子的量子效应非
常重要, 如干涉, 则需要采用量子力学方法建立输运理论, 例如基于格林函数
方法或者密度矩阵等的理论方法.

本章主要介绍第一条方案. 我们将首先推导布洛赫电子在外场下的运动
方程,然后结合玻尔兹曼方程建立输运理论.

4.1 布洛赫电子动力学

首先考察自由电子的动力学. 对于处于 |𝒌⟩的电子,具有能量 𝜀0𝒌 ,动量为
ℏ𝒌. 如果施加势 𝑉 (𝒓),我们尝试计算一下电子的位置和动量的动力学方程.

d⟨𝒓⟩
d𝑡 = i

ℏ⟨[𝒓,
𝑝2
2𝑚 + 𝑉 (𝒓)]⟩

= ⟨𝒑⟩
𝑚 .

d⟨𝒑⟩
d𝑡 = i

ℏ⟨[𝒑,
𝑝2
2𝑚 + 𝑉 (𝒓)]⟩

= −⟨∇𝑉 (𝒓)⟩.

那么如果考虑一个波包,在是空间的质心位于 𝒓 ,倒空间的质心位于 𝒌,那么其
运动方程为

̇𝒓 = 𝒗0𝒌 ,
ℏ�̇� = 𝑭(𝒓), (4.1)

其中 𝒗0𝒌 = ℏ𝒌/𝑚是自由电子的群速, 𝑭(𝒓)是外场对电子施加的力.

https://ctext.org/book-of-changes/xi-ci-xia/zhs
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对于能带上的布洛赫电子,其运动似乎也会服从类似的原则. 然而,对于
自由电子, ℏ𝒌 确实是动量,所以上面的方程二是容易被接受的. 但是晶格准动
量是否服从类似的加速原理,则是需要仔细考量的. 另一方面,晶格势也会给
电子的运动速度带来非同寻常的修正. 事实上,对布洛赫电子建立类似的运动
方程并不简单. 我们需要深入了解晶格的出现是如何深刻改变电子的运动规
律的. 为此,我们将首先建立外场下布洛赫电子的简化哈密顿量,然后在此基
础上建立运动方程.

§1. 有效质量理论

设无相互作用的晶体哈密顿量为 𝐻 ,施加外势能 𝑉 (𝒓). 电子的波函数演化
满足薛定谔方程

iℏ𝜕𝑡 |𝜓 (𝑡)⟩ = (𝐻 + 𝑉 )|𝜓 (𝑡)⟩. (4.2)

可以用正交完备的布洛赫态展开电子的波函数

|𝜓 (𝑡)⟩ = ∑
𝑛𝒌

𝑓𝑛𝒌(𝑡)|𝜓𝑛𝒌⟩. (4.3)

我们采用原胞内归一化条件
⟨𝜓𝑛𝒌 |𝜓𝑛′𝒌′⟩全空间 = 𝑁c𝛿𝑛𝑛′𝛿𝒌𝒌′

⟨𝑢𝑛𝒌 |𝑢𝑛′𝒌⟩晶胞 = 𝛿𝑛𝑛′ .
(4.4)

那么薛定谔方程可以写为展开系数的方程

iℏ𝜕𝑡𝑓𝑛𝒌 = 𝜀𝑛𝒌𝑓𝑛𝒌 + 1
𝑁c

∑
𝑛′𝒌′

⟨𝜓𝑛𝒌 |𝑉 |𝜓𝑛′𝒌′⟩𝑓𝑛′𝒌′ . (4.5)

我们要求外势在空间上缓慢变化,这称为有效质量近似. 也就是说其傅里
叶分量

𝑉 (𝒒) = ∫ d3𝑟𝑒−𝒒⋅𝒓𝑉 (𝒓) (4.6)

仅在小 𝑞 时有可观的强度,当 𝑞 大于典型的倒格矢长度时可以忽略不计. 考察
外势场的矩阵元

⟨𝜓𝑛𝒌 |𝑉 |𝜓𝑛′𝒌′⟩ = ∫
全空间

d3𝑟𝑢∗𝑛𝒌(𝒓)𝑢𝑛′𝒌′ (𝒓)𝑉 (𝒓)𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝒓

= ∑
𝑮𝑮′

𝑢∗𝑛𝒌(𝑮)𝑢𝑛′𝒌′ (𝑮′) ∫
全空间

d3𝑟𝑉 (𝒓)𝑒−i(𝒌−𝒌′+𝑮−𝑮′)⋅𝒓

= ∑
𝑮𝑮′

𝑢∗𝑛𝒌(𝑮)𝑢𝑛′𝒌′ (𝑮′)𝑉 (𝒌 − 𝒌′ + 𝑮 − 𝑮′).

如果外场并不强,或者电子的有效运动时间不长,我们期望仅靠近 𝒌 的 𝒌′ 在
展开 (4.5)中有可观的贡献. |𝒌 − 𝒌′|比较小,根据有效质量近似有

|𝑉 (𝒌 − 𝒌′ + 𝑮)| ≪ |𝑉 (𝒌 − 𝒌′)| (𝑮 ≠ 𝟎). (4.7)
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也就是说外势造成的跨越布里渊区的散射 (Umklapp过程)可以忽略不计. 因
此

⟨𝜓𝑛𝒌 |𝑉 |𝜓𝑛′𝒌′⟩ ≈ ∑
𝑮

𝑢∗𝑛𝒌(𝑮)𝑢𝑛′𝒌′ (𝑮)𝑉 (𝒌 − 𝒌′)

= 1
𝜈 ⟨𝑢𝑛𝒌 |𝑢𝑛′𝒌′⟩𝑉 (𝒌 − 𝒌′).

代入 (4.5)有

iℏ𝜕𝑡𝑓𝑛𝒌 = 𝜀𝑛𝒌𝑓𝑛𝒌 +∑
𝑛′

∫[d𝒌′]𝑉 (𝒌 − 𝒌′)⟨𝑢𝑛𝒌 |𝑢𝑛′𝒌′⟩𝑓𝑛′𝒌′ . (4.8)

已经假设电子在 𝒌 空间的运动不会太远,那么对 ⟨𝑢𝑛𝒌 |𝑢𝑛′𝒌′⟩泰勒展开,保
留到第一阶

⟨𝑢𝑛𝒌 |𝑢𝑛′𝒌′⟩ = 𝛿𝑛𝑛′ + i𝑨𝑛𝑛′ (𝒌′) ⋅ (𝒌 − 𝒌′).

引入换元 𝒒 = 𝒌 − 𝒌′ 得到

iℏ𝜕𝑡𝑓𝑛𝒌 = 𝜀𝑛𝒌𝑓𝑛𝒌 +∑
𝑛′

∫[d𝑞′]𝑉 (𝒒) [𝛿𝑛𝑛′ + i𝑨𝑛𝑛′ (𝒌 − 𝒒) ⋅ 𝒒] 𝑓𝑛′𝒌−𝒒.

引入傅立叶变换
𝑓𝑛𝒌(𝑡) = ∫ d𝑑 𝑟𝑒−i𝒌⋅𝑟𝑓𝑛(𝒓, 𝑡). (4.9)

注意到对于解析函数 𝑔(𝒌)和 𝑓 (𝒌)有如下等式

𝑔(𝒌)𝑓 (𝒌) = ∫ d𝑑 𝑟𝑒−i𝒌⋅𝒓𝑔(−i∇)𝑓 (𝒓),

可以得到

iℏ𝜕𝑡𝑓𝑛(𝒓) = [𝜀𝑛(−i∇) + 𝑉 (𝒓)]𝑓𝑛(𝒓) + ∇𝑉 (𝒓) ⋅∑
𝑛′

𝑨𝑛𝑛′ (−i∇)𝑓𝑛′ (𝒓). (4.10)

因此,在布洛赫表象下,在外加电场下的电子哈密顿量写作1 1: 这个形式并不完整,完整的表
达式需要展开到 𝒌 和 𝒌′ 的二阶,
此时会多一个跟晶体各向异性有
关的项.

𝐻𝑛𝑛′ (−i∇, 𝒓) = [𝜀𝑛(−i∇) + 𝑉 (𝒓)]𝛿𝑛𝑛′ + ∇𝑉 (𝒓) ⋅ 𝑨𝑛𝑛′ (−i∇). (4.11)

以上哈密顿量的求解依旧非常复杂. 注意到上式中第一项只跟能带 𝑛 有
关,不会耦合不同的能带. 如果也忽略掉第二项中能带间的耦合,可得外场下
第 𝑛条能带的哈密顿量,

𝐻𝑛(−i∇, 𝒓) = 𝜀𝑛(−i∇) + 𝑉 (𝒓) + ∇𝑉 (𝒓) ⋅ 𝑨𝑛(−i∇), (4.12)

其中 𝑨𝑛(𝒌) = 𝑨𝑛𝑛′ (𝒌). 这个形式的哈密顿量的问题是 𝑨𝑛(𝒌)不具有规范不变
性:

|𝑢𝑛𝒌⟩ ↦ 𝑒i𝜒𝑛(𝒌)|𝑢𝑛𝒌⟩ ∶ 𝑨𝑛(𝒌) − 𝜕𝒌𝜒𝑛(𝒌). (4.13)

事实上,这一项对应的是电极化和外加电场的耦合,在 𝒌 求和下不变,因为周
期规范要求 𝜒𝑛(𝒌 + 𝑮) = 𝜒𝑛(𝒌).
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以下仅讨论能带 𝑛的电子动力学,将进一步省略能带指标 𝑛. 如果进一步
将 𝜀𝑛𝒌 在带底附近展开,令 𝒒 = 𝒌 − 𝒌0

𝜀𝒌 = 𝜀𝒌0 +
ℏ2
2 [𝑚−1∗ ]𝛼𝛽𝑞𝛼𝑞𝛽 , (4.14)

其中引入有效质量张量 𝑚∗

[𝑚−1∗ ]𝛼𝛽 = 1
ℏ2 (

𝜕2𝜀𝒌
𝜕𝑘𝛼𝜕𝑘𝛽 )𝒌=𝒌0

. (4.15)

对于与电场有关的项,我们可以选取一个特定的规范变换

𝜒(𝒒) = ∑
𝛼

𝐴𝛼 (𝒌0)𝑞𝛼 + 1
2 ∑

𝛼𝛽 (
𝜕𝐴𝛼
𝜕𝑘𝛽 )𝒌0

𝑞𝛼𝑞𝛽 ,

可以将电极化的贡献写为局域规范不变的形式.

𝐴𝛼 (𝒒) ≈ 𝐴𝛼 (𝒌0) +∑
𝛽 (

𝜕𝐴𝛼
𝜕𝑘𝛽 )𝒌0

𝑞𝛽

↦ −12 ∑
𝛽

[𝜕𝛼𝐴𝛽 (𝒌0) − 𝜕𝛽𝐴𝛼 (𝒌0)] 𝑞𝛽

= −12 ∑
𝛽𝛾

𝜖𝛼𝛽𝛾Ω𝛾 (𝒌0) 𝑞𝛽

= 1
2𝜴 (𝒌0) × 𝒒

其中,我们引入了贝利曲率22: Berry curvature

𝜴(𝒌) = ∇𝒌 × 𝑨(𝒌). (4.16)

简单起见,设 𝒌0 = Γ,且具有立方对称性,则有效质量可以视作标量. 省略能带
指标,则得到单带有效质量哈密顿量33: 见Luttinger and Kohn. Phys.

Rev. 97, 869 (1955). 完整的二阶
有效质量理论见C.-K. Li, Q. Niu,
and JF. Phys. Rev. A 98, 041603(R)
(2018).

𝐻 = 𝑝2
2𝑚∗

+ 𝑉 (𝒓) + 1
2ℏ∇𝑉 (𝒓) ⋅ 𝜴 × 𝒑. (4.17)

这里的 𝒑 = −iℏ∇为动量算符,而 𝑚∗ 和 𝜴 在 𝒌0 处取值. 必须注意,这里的 𝑉 (𝒓)
是外加的电势, 1

𝑒 ∇𝑉 则是对应的外加电场. 可以看到,能带的贝利曲率会带来
如同相对论效应引起的自旋轨道耦合4项,虽然我们的理论中并未引入相对论4: spin-orbit coupling
效应. 这一项在考虑电子的运动时,会带来全新的效应.

kz

kx

ky

图 4.1:电子掺杂后硅的六个电子
口袋的费米面示意图.

半导体物性往往是由带边附近的特征所决定,所以有效质量理论在讨论
半导体物性时特别有用. 例如最重要的半导体单质硅的能带结构中,导带具有
留个简并的能带极小点. 当掺杂少量的电子时,这些电子会在这些能谷附近形
成电子口袋,如图4.1所示. 注意硅的能谷处于金刚石结构立方晶胞的 𝒃𝑖 轴上,
𝒌0 = [0, 0, ±𝑘]𝑇 , [0, ±𝑘, 0]𝑇 , [±𝑘, 0, 0]𝑇 具有四重旋转对称性,因此此处的有效质
量对角,横向的对角元相等,轴向质量不同. 因此,在 𝒌0 处的有效质量哈密顿

https://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.97.869
https://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.97.869
https://journals.aps.org/pra/abstract/10.1103/PhysRevA.98.041603
https://journals.aps.org/pra/abstract/10.1103/PhysRevA.98.041603
https://journals.aps.org/pra/abstract/10.1103/PhysRevA.98.041603
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量为
𝐻 = 𝑝2⟂

2𝑚⟂
+ 𝑝2//
2𝑚//

+ 𝑉 (𝒓).

由于金刚石结构具有中心反演,单质硅具有时间反演对称性,因此 𝜴(𝒌) = 0,不
会有能带贝利曲率的贡献.

𝑘

𝜀𝑘

SO

LH

HH

CB

𝐸𝑔

Δso

图 4.2:砷化镓在能隙附近的能带.
CB: 导带; LH: 轻空穴带; HH: 重
空穴带; SO: 旋轨耦合带; 𝐸𝑔 : 能
隙; Δso:自旋轨道耦合劈裂.

另一个典型的半导体是砷化镓 GaAs,具有在 Γ点的直接能隙,在 Γ点附
近的能带如图所示. 由于砷化镓中的元素比较重, 具有较强的自选轨道耦合,
空间反演对称性破缺会带来进一步的能带劈裂. 价带的顶部会劈裂为重空穴
和轻空穴带,和由自旋轨道耦合劈开的次高价带. 这样的能带也可以通过有效
质量理论进行描述. 实际上,有效质量理论通过 𝒌0 点的对称性就可以确定,只
涉及少量的参数,可以通过高级的电子结构计算或者实验测量拟合. 有效质量
模型可以被用到半导体器件模拟中.

再次提醒,此处的有效质量理论推导过程略粗暴,比如能带的脱耦是随意
的,更严谨的做法可以通过近简并微扰论对能带解耦.5

5: 参 考Spin-orbit Coupling Ef-
fects in Two-Dimensional Electron
and Hole Systems. Roland Win-
kler (Springer, 2003).

§2. 运动方程

我们将基于有效哈密顿量 (4.12)导出均匀电场 𝑬 下的运动方程. 有效哈
密顿量写作

𝐻(𝒑, 𝒓) = 𝜀(𝒑/ℏ) + 𝑉 (𝒓) + 𝑒𝑬 ⋅ 𝑨(𝒑/ℏ). (4.18)

这里的 𝑉 (𝒓) = 𝑒𝑬 ⋅ 𝒓 是产生电场的外加电势. 考虑薛定谔方程

iℏ𝜕𝑡 |𝜓 ⟩ = (𝐻0 + 𝑒𝑬 ⋅ 𝒓)|𝜓 ⟩,

如果对波函数做规范变换 |𝜓 ⟩ = exp(i𝜒)| ̃𝜓 ⟩,我们发现

iℏ𝜕𝑡 | ̃𝜓 ⟩ = (𝑒−i𝜒𝐻0𝑒i𝜒 + 𝑒𝑬 ⋅ 𝒓 + ℏ ̇𝜒 )| ̃𝜓 ⟩,

可见如果 𝜒 = −𝑒𝑬 ⋅ 𝒓/ℏ,我们得到新的薛定谔方程中可以消除势能项,对应哈
密顿量

�̃� = 𝑒−i𝑒𝒂⋅𝒓/ℏ𝐻0𝑒i𝑒𝒂⋅𝒓/ℏ, (4.19)

其中 𝒂为产生电场的矢势:
𝑬 = −𝜕𝒂𝜕𝑡 . (4.20)

这就是说,通过规范变换有效哈密顿量 (4.18)可以写为

�̃� = 𝜀((𝒑 + 𝑒𝒂)/ℏ) + 𝑒𝑬 ⋅ 𝑨((𝒑 + 𝑒𝒂)/ℏ). (4.21)

变换后的哈密顿量是平移不变的,有平面波解对应规范不变波矢

𝒌 = 𝒒 + 𝑒
ℏ𝒂(𝑡). (4.22)

立刻可以得到 𝒌 的运动方程
�̇� = − 𝑒ℏ𝑬. (4.23)

https://link.springer.com/book/10.1007/b13586
https://link.springer.com/book/10.1007/b13586
https://link.springer.com/book/10.1007/b13586
http://feng.pku.edu.cn/files/ssp24/winkler.pdf
http://feng.pku.edu.cn/files/ssp24/winkler.pdf
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为了计算电子的运动速度,先做进一步规范变换

�̃�𝒌 = 𝑒−i𝒌⋅𝒓𝐻𝑒i𝒌⋅𝒓 (4.24)

得到速度算符

̂𝑣𝛼 (𝒌) =
𝜕�̃�𝒌
ℏ𝜕𝑘𝛼

(4.25)

因此,平均速度为

⟨ ̂𝑣𝛼 ⟩(𝒌) =
1
ℏ ⟨𝜕�̃�𝒌/𝜕𝑘𝛼 ⟩ = 𝑣𝛼 (𝒌) −∑

𝛽
�̇�𝛽

𝜕𝐴𝛽 (𝒌)
𝜕𝑘𝛼

, (4.26)

其中第一项 𝒗(𝒌)即是原本布洛赫电子由于能带色散所带来的群速.

不幸的是,到这里只是故事的一半. 在布洛赫表象下,物理的位置算符为
𝒓 = i𝜕𝒌 + 𝑨(𝒌),作用在包络函数 𝑓𝒌 上

[i𝜕𝒌 + 𝑨(𝒌)]𝑓𝒌 = [i𝜕𝒌 + 𝑨(𝒌)] ∫ d𝑑𝑥𝑓 (𝒙)𝑒−i𝒌⋅𝒙

= ∫ d𝑑𝑥𝑓 (𝒙)[𝒙 + 𝑨(i∇)]𝑒−i𝒌⋅𝒙

= ∫ d𝑑𝑥𝑒−i𝒌⋅𝒙[𝒙 + 𝑨(−i∇)]𝑓 (𝒙)

算符 𝒙 的运动速度正是上面计算的速度. 而 𝑨(−i∇)带来的速度为
d
d𝑡 ⟨𝒌(𝑡)|𝐴𝛼 (−i∇)|𝒌(𝑡)⟩ = d𝐴𝛼 (𝒌(𝑡))

d𝑡
= 𝜕𝐴𝛼 (𝒌)

𝜕𝑘𝛽
�̇�𝛽 .

加进 (4.26)得到

̇𝑟𝑎(𝒌) = 𝑣𝛼 (𝒌) − �̇�𝛽 [
𝜕𝐴𝛽 (𝒌)
𝜕𝑘𝛼

− 𝜕𝐴𝛼 (𝒌)
𝜕𝑘𝛽 ]

因此,我们得到均匀电场下布洛赫电子的运动方程

̇𝒓 = 𝒗𝒌 − �̇� × 𝜴(𝒌),
ℏ�̇� = −𝑒𝑬 − 𝑒 ̇𝒓 × 𝑩. (4.27)

在以上第二式中我们顺手加入了电子感受到的外加磁场的洛伦兹力. 虽然符
合直觉,但是这一项的导出也并不简单. 这是因为磁场的加入会破坏平移对称
性,上面的推导过程推广的磁场的情形会变得异常复杂. 这里给出一个半经典
的糊弄式推导. 将方程 (4.18)中的 𝒑/ℏ直接写为算符 𝒌,并将其降级为经典动
力学变量

�̃� (𝒌, 𝒓) = 𝜀(𝒌) + 𝑉 (𝒓) + ∇𝑉 ⋅ 𝑨(𝒌). (4.28)

做勒让德变换,引入矢势 𝒜(𝒓)描述磁场,并将受力 −∇𝑉 替换为 ℏ�̇�,可以得到
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电磁拉氏量

𝐿 = ℏ𝒌 ⋅ ̇𝒓 − 𝜀(𝒌) − 𝑉 (𝒓) + ℏ�̇� ⋅ 𝑨(𝒌) − 𝑒 ̇𝒓 ⋅ 𝒜 (𝒓), (4.29)

其欧拉-拉格朗日方程即上面的运动方程 (4.27).6 6: 系统的半经典动力学推导
见Chang, M.-C. and Q. Niu. Phys.
Rev. B 53, 7010 (1996).相比于自由电子,能带电子的运动方程 (4.27)非常相似,但是多出来一个

新的项,跟能带电子的速度多出一项,被称为反常速度7. 比如只施加电场的情 7: anomalous velocity
况下, 反常速度显然是垂直于电场方向的, 因此即便没有磁场, 反常速度项也
可能产生霍尔效应,这被称为反常霍尔效应8. 8: anomalous Hall effect

反常速度来自于能带的贝利曲率,是 k空间中贝利联络的旋度,因此可以
将贝利曲率和贝利联络视作 k空间的磁场和矢势. 现在来考察一下这两个量
的基本性质. 在规范变换下,

|𝑢𝒌⟩ ↦ exp[i𝜒(𝒌)]|𝑢𝒌⟩ ∶ 𝑨(𝒌) ↦ 𝑨(𝒌) − 𝜕𝒌𝜒(𝒌), (4.30)

其中 𝜒(𝒌) 为可微周期函数. 所以贝利联络不是规范不变量. 然而, 贝利曲率
是贝利联络的 (k空间)旋度,因为梯度的旋度为零,因此贝利曲率是规范不变
量.

图 4.3:斯托克斯定理.

注意到规范变换下, 𝑨(𝒌)只会增加一个梯度项,那么 𝑨(𝒌)在一个封闭路
径上的积分为规范不变量. 事实上,由斯托克斯定理9,并且封闭路径可以写作

9: Stokes’ theorem

一个有限曲面 Σ的边界曲线 𝜕Σ,我们有

𝛾 = ∮
𝜕Σ

d𝒌 ⋅ 𝑨(𝒌) = ∫
Σ
d𝝈 ⋅ 𝜴(𝒌), (4.31)

𝛾 被称为环绕路径 𝜕Σ的贝利相位. 这与带电粒子在磁场中经过环形路径所得
到的阿哈罗诺夫-波姆相位10非常相似,除了两点重要区别: 这里的路径是在 k

10: Aharonov-Bohm’s phase

空间,贝利相位并不需要粒子带电. 𝛾 也确实反映了电子在环路上运动获得的
规范不变的相位,具有可观测的物理效应.

4.2 布洛赫电子的半经典运动

类似于自由电子的运动方程 (4.1), 布洛赫电子的半经典运动方程 (4.27)
描述的是能带上的波包态的运动,可以用经典的运动方程描述. 这要求相比于
波包的尺度,外加电磁势在空间上缓慢变化,11 11: (12.8) and (12.9) in AM.

𝑒𝐸𝑎 ≪ 𝐸2gap
𝜀F

,

ℏ𝜔c ≪
𝐸2gap
𝜀F

.
(4.32)

而晶体的晶格势的信息都包含在 𝜀(𝒌)和 𝜴(𝒌)里. 因此,这样的理论称为半经
典理论,或者准经典理论. 从半经典运动方程到宏观响应,我们还需要进一步
考虑宏观数量的电子的统计规律和散射的影响. 在进一步建立半经典理论和
宏观响应的关系之前,我们先来考察布洛赫电子 (或者说波包)在恒定电场或
磁场下的运动.

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.53.7010
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.53.7010
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§1. 恒定电场

在恒定的电场下,准动量匀速增加

𝒌(𝑡) = 𝒌(0) − 𝑒
ℏ𝑬𝑡.

那么电子的运动速度为

̇𝒓(𝑡) = 𝒗𝒌(𝑡) +
𝑒
ℏ𝑬 × 𝜴(𝒌(𝑡)).

显然,上式第二项会带来相对于电场的横向运动. 本小节设体系的贝利曲率为
零,只考虑第一项也就是群速的作用. 此时,电子的加速度为

̈𝑟𝛼 = 𝜕𝑣𝛼
𝜕𝑘𝛽

�̇�𝛽 = ∑
𝛽
[𝑚−1∗ ]𝛼𝛽 (−𝑒𝐸𝛽 ) (4.33)

可见有效质量在电子的运动中确实形式上如同牛顿力学中的质量, 𝒂 = 𝑭/𝑚.

𝑘1
𝑘2

𝑘3

图 4.4:单叶双曲等能面.

然而,有效质量张量并不总是正定的. 由于 𝑚∗ 是对称张量,可以通过正交
变换对角化. 对于三维的情形

𝑀𝑇𝑚−1∗ 𝑀 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
𝑚1

0 0
0 1

𝑚2
0

0 0 1
𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.34)

𝑚𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3是沿着三个 (局域)主轴方向的有效质量. 那么电子能量的二阶展
开可以写为

𝜀𝒌 =
3
∑
𝑖=1

ℏ2𝑘2𝑖
2𝑚𝑖

. (4.35)

如果 𝑚𝑖 同号,那么附近的电子等能面为椭球面12,如图4.1所示的硅的六个能

12: ellipsoidal surface
谷. 然而,如果三个质量不同号,例如 𝑚1, 𝑚2 > 0,𝑚3 < 0,等能面则会成为双曲
面13. 这样的费米面往往出现在费米面和布拉格面 (布里渊区边界)相交的地

13: hyperboloidal surface 方,例如贵金属 (铜,银,金)的费米面在布里渊区的一些面上出现 “脖子”14. 在
14: necking 脖子处的电子运动跟经典力学的期望非常不同. 由 (4.33),如果电场方向的质

量为正,电子会沿着外力的方向加速,但是在负质量的方向上电子会背向外力
的方向加速. 这样的奇特运动可以这样理解: 在外力作用下飞向布拉格面的电
子会受到布拉格反射,因而更加倾向于发生背散射. 如果外力方向上质量趋于
无穷,电子则不会加速,这会出现在所谓平带15上.15: flat band

如果电场足够大,而电子的散射可以被忽略,那么电子可以在恒定电场驱
动下在布里渊区的中持续前行. 那么在到空间,电子会穿越整个布里渊区,而
在正空间电子会做往复运动,形成交流电. 这样的现象称为布洛赫振荡16. 简16: Bloch oscillaton
单估算一下,取典型的电场 1 V/cm,那么

�̇� ∼ 1𝑒
6.582 × 10−14 eV⋅s × 100 V⋅m−1 ∼ 1.5 × 1017 s−1 ⋅ m−1

电子的弛豫时间取 10−14 s, 那么电子能穿过的到空间距离只有 1500 m−1 =
1.5 × 10−7 Å−1,这只是典型晶体布里渊区的微不足道的一部分.17 后来人们在17: 这也印证了我们推导有效质

量理论和运动方程时引入的假设
𝒌 ∼ 𝒌′ 在物理上是合理的.
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(a)

𝑘

布拉格面 布拉格面

𝜀𝑘
𝑣𝑘

𝑚−1∗

(b)

𝑥

𝑡

图 4.5:布洛赫振荡.

具有较大晶格长度的体系中观测到了布洛赫振荡, 如半导体超晶格和光晶格
上的冷原子.18 18: 近期实验如: Phys. Rev. Lett.

120, 213201 (2018).

此时可以正式引入 “空穴”19的概念. 虽然在讨论能带结构时已经提前用 19: hole
到了空穴口袋这个词,空穴实际上是一个动理学概念. 先考虑一条完全填充的
能带,并施加电场. 按照半经典电子动力学,能带上所有的电子都会按其群速
在实空间运动,并在电场的驱动下做布洛赫振荡 (如果不考虑散射). 无论是否
考虑散射, 电子在能带上的布居数不会发生改变, 因此总的电流和基态一样,
必然为零. 因此,满带20在电场的作用下不能传导电流或者热流2122 20: filled band

21: 可能会有这样的疑问: 在外
电场的驱动下电子按各自的群速
运动, 或者在不均匀的电场下不
同位置的波包受力不同, 会不会
造成积分测度的改变.事实上,电
场下的半经典运动是哈密顿动力
学, 因此刘维尔定理保证其相空
间 (𝒓, 𝒌)的相密度守恒.
22: 如果考虑贝利曲率所带来的
反常速度贡献, 这个结论就不完
全对了.

𝒋 = −2𝑒 ∫
BZ

[d𝑘]𝒗(𝒌) = 0,

𝒋𝑄 = 2 ∫
BZ

[d𝑘]𝜀(𝒌)𝒗(𝒌) = 0.
(4.36)

𝒗(𝒌)

电子 𝜀(𝒌)
𝒗h(𝒌h)

空穴 𝜀h(𝒌h)

如果从一个满带中取走一个电子, 会发生什么呢? 将能带上缺失的电子
称为空穴. 原本填充的能带的总晶格动量为 0,取走一个在 𝒌 的电子,则总的
晶格动量为 −ℏ𝒌. 相比于满带的能量, 少一个电子的能带的总能量为 −𝜀𝒌 . 显
然,空穴的群速度与原本的电子是一样的. 而在 𝒌 空间的运动速度跟原本的电
子反号, �̇�h = −�̇�. 这也就是说,空穴感受到的外力如同是一个带单位正电荷 +𝑒
的粒子. 考虑如下有效质量展开

𝜀(𝒌) = 𝜀(𝒌0) +
ℏ2
2𝑚∗

|𝒌 − 𝒌0|2, 𝑚∗ < 0.

那么空穴的加速度为

𝒂h = d𝒗h(𝒌h)
d𝑡

= 𝜕𝒗h(𝒌h)
𝜕𝑘h𝑖

d𝑘h𝑖
d𝑡

= +𝑒
|𝑚∗|

𝑬.

所以空穴在电磁场中的加速度对应了一个带有正电荷和正质量的粒子. 总结

https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.120.213201
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.120.213201
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起来,能带上的空穴变换为

ℏ𝒌h = −ℏ𝒌,
𝜀h(𝒌h) = −𝜀(𝒌),
𝒗h(𝒌h) = 𝒗(𝒌),

𝑄h = +𝑒,
𝑚h∗ = |𝑚∗|.

(4.37)

因此,对于能带中最大值点附近有少量未占据态的情形,使用空穴来描述
电子的响应, 非常方便. 此处的载流子为带有正电荷的空穴, 具有正的 (有效
质量), 外场下的加速服从牛顿定律. 利用空穴的概念可以非常自然地理解为
什么在一些金属体系中会出现正的霍尔系数, 解决了德鲁达理论中的一个疑
问.

§2. 恒定磁场

现在考虑对一个能带电子施加均匀恒定磁场 𝑩, 无外加电场. 简单起见,
我们设 𝜴𝒌 为零. 电子的运动方程为

̇𝒓 = 𝒗𝒌 ,
�̇� = − 𝑒ℏ ̇𝒓 × 𝑩. (4.38)

考察
d𝜀
d𝑡 = 𝜕𝜀

𝜕𝒌 ⋅ �̇� = 0.

另一方面, 𝑩 ⋅ ( ̇𝒓 × 𝑩) = 0,因此在均匀恒定磁场下的布洛赫电子有两个运动常
数23: 𝜀 和 𝑘// = 𝒌 ⋅ �̂�. 因此,电子在等能面 (𝜀 =常数)上沿着垂直于磁场的轨迹23: constant of motion
运动.

图 4.6:磁场下 𝒌空间封闭轨道上
的半经典运动.

B(a) (b)
k// = 常数

ε ε+ dε

能带的等能面有各种各样的形状,可以是封闭的曲面 (口袋),也可能是连
续、周期地穿过布里渊区. 那么等能面的切片 (intersection,该用哪个词?)也
可以有不同的形态. 如果等能面是封闭的,切片可能是环形封闭的等高线;如
果等能面是开放的周期曲面,切片可能是开放的 (延伸到到空间不同的布里渊
区),也可能是封闭的.
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现在考虑电子在封闭轨道上运动的情形. 显然这样的运动是具有时间周
期性的. 计算到空间运动轨迹的长度微元

d𝜉 = √d𝒌 ⋅ d𝒌 = 𝑒𝐵
ℏ 𝑣⟂d𝑡,

其中 𝒗⟂ = 𝒗 − 𝒗 ⋅ �̂�是垂直于磁场的速度分量. 因此,对于封闭轨道 𝜕𝑆 的运动
周期可写为闭合曲线积分

𝑇 = ℓ2𝐵 ∮
𝜕𝑆

d𝜉
𝑣⟂

, (4.39)

其中引入了磁长度24ℓ𝐵 = √ℏ/𝑒𝐵. 24: magnetic length

令 𝑆(𝜀, 𝑘//)为在能量 𝜀 等能面上 𝑘// 处的封闭轨道所包的平面面积. 那么,
在 𝜀 等能面和 𝜀 + d𝜀 等能面上的轨道的距离为

d𝜀
|𝜕𝜀/𝜕𝑘⟂|

= d𝜀
ℏ𝑣⟂

,

所以,夹在两条能量差为 d𝜀 轨道之间的面积为

d𝑆 = d𝜀
ℏ ∮

𝜕𝑆

d𝜉
𝑣⟂

.

因此,我们可以建立环绕轨道的时间周期 𝑇 和轨道面积的关系

𝑇 = ℏℓ2𝐵
𝜕𝑆
𝜕𝜀 . (4.40)

那么,能带中封闭轨道上的回旋共振频率 𝜔𝑐25为 25: cyclotron frequency

𝜔𝑐 =
2𝜋
𝑇 = 𝑒𝐵

𝑚𝑐
, (4.41)

其中引入了回旋共振质量 𝑚𝑐26 26: cyclotron mass

𝑚𝑐 (𝜀, 𝑘//) =
ℏ2
2𝜋

𝜕𝑆
𝜕𝜀 . (4.42)

需要注意,能带电子的回旋共振频率是 𝜀 和 𝑘// 的函数. 对于自由电子, 𝜔𝑐
约化为拉默频率27. 对于电子口袋, 𝜕𝑆/𝜕𝜀 > 0,回旋共振质量为正数;对于空穴 27: Lamor frequency
口袋,情况正好相反,回旋共振质量为正数. 所以对应的回旋周期 𝑇 和频率 𝜔𝑐
也有正负取值,对应电子和空穴的运动. 这是因为电子和空穴环绕磁场的方向
是相反的, (4.39)中的积分会有正负取值.

现在考察电子在实空间的轨迹. 在运动方程 (4.38)第二式的两边叉乘 �̂�

�̂� × �̇� = − 𝑒ℏ �̂� × ̇𝒓 × 𝑩 = − 𝑒ℏ[𝐵 ̇𝒓 − ( ̇𝒓 ⋅ �̂�)𝑩] = − 1
ℓ2𝐵

̇𝒓⟂,

其中 ̇𝒓⟂ = ̇𝒓 − ( ̇𝒓 ⋅ �̂�)�̂�是垂直于磁场的实空间运动速度. 这说明在垂直于磁场
的方向上,实空间的运动速度与倒空间的运动速度 (注意 �̇�垂直于 𝑩)成 90∘夹
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角. 积分后得到在垂直于磁场方向的运动轨迹

𝒓⟂(𝑡) − 𝒓⟂(0) = −ℓ2𝐵�̂� × (𝒌(𝑡) − 𝒌(0)). (4.43)

B

图 4.7:均匀恒定磁场下 𝒌空间封
闭轨道的电子的实空间轨迹.

可见实空间轨迹在垂直于 �̂�的平面上的投影转 90∘,与 𝑘空间轨迹放大 ℓ2𝐵
重合. 一般而言, 𝑣// = 𝜕𝜀/ℏ𝜕𝑘//不为常数,所以电子在平行于磁场的方向会发生
非匀速运动. 如果 𝑘 空间的轨迹是封闭的,那么实空间的运动会画出环绕磁场
方向的螺旋型的轨迹. 而如果 𝑘 空间的轨迹是开放的,实空间的运动在垂直于
磁场的平面上投影也会延伸到无穷远.

上面的分析可以简单地推广到同时存在相互垂直的恒定磁场 𝑩和恒定电
场 𝑬 的情形. 考察 𝒌 的运动方程28

28: 𝑨×(𝑩×𝑪) = (𝑨⋅𝑪)𝑩−(𝑨⋅𝑩)𝑪.

�̇� = − 𝑒ℏ (𝑬 + 𝒗 × 𝑩)

= − 𝑒ℏ (�̂� × 𝑬 × �̂� + 𝒗 × 𝑩)

= − 𝑒ℏ (𝐵
−1�̂� × 𝑬 + 𝒗) × 𝑩.

如果重新定义能带色散为
̃𝜀𝒌 = 𝜀𝒌 − ℏ𝒌 ⋅ 𝒘, (4.44)

其中引入速度
𝒘 = 𝑬 × 𝑩

𝐵2 , (4.45)

则可以将 𝒌 的运动方程写为

�̇� = − 𝑒ℏ ̃𝒗𝒌 × 𝑩. (4.46)

那么, 𝒌的轨迹为 ̃𝜀𝒌 的等能面和垂直于磁场的平面的相交的曲线. 而实空间的
轨迹则会在原来的螺旋线上叠加由 𝒘 带来的匀速运动,或者在速度为 𝒘 的惯
性系下沿着无电场的轨迹运动,对应的能量移动可以看做是多普勒移动29.29: Doppler shift

设载流子浓度为 𝑛,相互正交的电磁场产生的漂移电流密度为

𝒋 = −𝑛𝑒𝒘 = − 𝑛𝑒𝐵2 𝑬 × 𝑩, (4.47)

显然这就是霍尔电流. 设磁场沿着 𝑧 方向,电场沿着 𝑥 方向,

𝑗𝑥 = −𝑛𝑒𝐵 𝐸𝑦 ,

可以得到霍尔电导率3030: Hall conductivity

𝜎𝑥𝑦 = −𝑛𝑒𝐵 , (4.48)

与德鲁达理论一致. 需要注意, 霍尔电导率或者霍尔系数的导出只用到了电
磁场的几何关系,在此意义上,霍尔效应和波的衍射一样是一种运动学31现象.31: kinematic
所得到的霍尔系数只依赖于电荷密度,而和电子的动态性质 (速度,质量,能带
细节,甚至关联)没有直接联系.
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§3. 量子振荡

量子力学中通常会讨论均匀磁场下的一个带电粒子会形成离散的朗道能
级32. 能带上的电子在磁场下也会形成类似的朗道能级,改变电子的能谱和态 32: Landau level
密度,造成对费米能上的态密度度敏感的响应随着磁场改变发生强烈振荡,这
样的现象称为量子振荡.

基于恒定磁场下的布洛赫半经典运动,现在对封闭轨道上运动重新量子
化,我们来讨论量子振荡. 我们采用玻尔-索末菲量子化

∮𝒑 ⋅ 𝒒 = (𝑛 + 𝜈
4) 2𝜋ℏ, (4.49)

这里 𝜈 称为马斯洛夫指标33,对应了运动轨迹中的经典折返点的个数. 对于简 33: Maslov index
单的 k 空间轨道, 远离奇点且在任意时刻垂直于磁场的速度不为零, 𝜈 = 2.34 34: G. E. Zil’berman. Sov. Phys.

JETP 5, 208 (1957); Sov. Phys.
JETP 6, 299 (1958).

必须指出,正则量化中的动量 𝒑和坐标 𝒒必须为正则变量

𝒑 = ℏ𝒌 − 𝑒𝒜(𝒓). (4.50)

忽略 Ω贡献时,可以认为 𝒓 为正则坐标. 于是

∮ℏ𝒌 ⋅ d𝒓 − 𝑒 ∮𝒜(𝒓) ⋅ d𝒓 = (𝑛 + 𝜈
4) 2𝜋ℏ.

上式左边第一项为 2ℏℓ2𝐵𝑆(𝜀, 𝑘//),而第二项的积分为实空间轨道所包围的磁通
量35 35: magnetic flux

−𝑒 ∮𝒜(𝒓) ⋅ d𝒓 = −𝑒Φ𝐵 = −𝑒𝐵ℓ4𝐵𝑆(𝜀, 𝑘//) = −ℏℓ2𝐵𝑆(𝜀, 𝑘//).

因此,量子化条件写作 k空间轨道面积的量子化

𝑆(𝜀, 𝑘//) = (𝑛 + 𝜈
4)

2𝜋
ℓ2𝐵

, (4.51)

或者在时空间轨道所包围的磁通量的量子化

Φ𝐵 = (𝑛 + 𝜈
4) 2Φ0, (4.52)

其中 Φ0 = ℎ/2𝑒 称为磁通量子36. 36: magnetic flux quantum.定义
中除以 2𝑒 是因为超导中的带
电粒子为库珀对具有电荷 −2𝑒.
Φ0 ≈ 2.067833848...×10−15 Wb.更为完整的理论为37

37: G. P. Mikitik and Yu. V. Shar-
lai. Phys. Rev. Lett. 82, 2147
(1999)..

𝑆(𝜀, 𝑘//) = (𝑛 + 𝜈
4 − 𝛾

2𝜋 )
2𝜋
ℓ2𝐵

,

Φ𝐵 = (𝑛 + 𝜈
4 − 𝛾

2𝜋 ) 2Φ0,
(4.53)

其中
𝛾 = ∮

𝜕𝑆
𝑨(𝒌) ⋅ d𝒌. (4.54)

https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?flxquhs2e
https://journals.aps.org/prl/pdf/10.1103/PhysRevLett.82.2147
https://journals.aps.org/prl/pdf/10.1103/PhysRevLett.82.2147
https://journals.aps.org/prl/pdf/10.1103/PhysRevLett.82.2147
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这就是说在磁场下, k空间环形轨道的面积会发生量子化,

Δ𝑆 = 2𝜋
ℓ2𝐵

, (4.55)

对应了能级的量子化
Δ𝜀 = Δ𝑆

𝜕𝑆/𝜕𝜀 = 2𝜋
ℓ2𝐵

= ℏ𝜔𝑐 . (4.56)

对于二维体系 (如石墨烯,二维电子气),施加面外磁场,这些分立的朗道能级会
形成分立的态密度峰. 当外加磁场连续改变时,朗道能级间距连续变化,当其
𝑆(𝜀𝑛) = 𝑆(𝜀𝐹 )时 (假设费米面是简单环形曲线),则会在费米能上出现巨大的态
密度. 在对费米能级上态密度敏感的测量中,则会出现这样的振荡序列

1
𝐵 = 2𝜋2

Φ0𝑆(𝜀𝐹 )
(𝑛 + 𝛿), (4.57)

其中 𝛿 = 𝜈/4 − 𝛾/2𝜋 . 对于三维体系, k空间闭合轨道面积随 𝑘// 连续变化,那么
总得信号是所有这些轨道的响应的叠加,似乎振荡的信号会在加权中被抹去.
然而,在三维的金属中仍然可以观测到强烈的振荡信号,因为振荡函数的叠加
会被 𝑆(𝜀𝐹 , 𝑘//)对 𝑘// 的极值点所主导

𝜕𝑆
𝜕𝑘//

|||𝑘∗//
= 0. (4.58)

只需将 (4.57)中的 𝑆(𝜀𝐹 )替换为 𝑆(𝜀𝐹 , 𝑘∗//),并对 𝑘∗// 求和即可.

图 4.8: 单质银中观测到的磁化
(de Haas-van Alphen)振荡.图源:
Ashcroft and Mermin.

最常见的量子振荡实验有电导率振荡 (SdH)38和磁化振荡39. 现代的物性

38: Shubnikov-de Haas oscilla-
tion
39: de Haas-van Alphen oscilla-
tion

测量装备和高质量样品, 使得比热, 霍尔电导, 甚至力学声学40测量中都可以

40: acoustic attenuation

观察到量子振荡. 实际测量中,多个费米面和 𝑘∗// 产生的不同频率的信号会叠
加在一起, 往往需要通过傅里叶变换分离不公频率的信号, 获取不同方向上
𝑆(𝜀, 𝑘∗//),从而可以重构金属中的费米面. 量子振荡也许是最早用来探测费米面
的实验方法.

4.3 半经典输运理论

§1. 玻尔兹曼方程

半经典理论中,电子41可以被看做是一个经典粒子,可以同时指定其位置

41: 严格讲这里说的是波包.

和准动量, 半经典运动方程可以给出电子在 (𝒌, 𝒓) 为坐标的相空间中的轨迹.
然而,要理解输运性质,需要描述宏观数量的电子在外场下运动时的统计规律.
不仅如此,电子还会受到温度梯度的影响,还会在运动中发生散射而损失能量
和动量. 为此,我们需要引入玻尔兹曼方程42.

42: Boltzmann equation
玻尔兹曼方程的基本物理量是相空间分布函数, 𝑓 (𝒌, 𝒓, 𝑡), 其物理意义是

在以 (𝒌, 𝒓)为坐标的相空间中,相体积元中的平均电子数为

d𝑁 = 𝑔𝑠𝑓 (𝒌, 𝒓, 𝑡)
d𝑑 𝑟d𝑑𝑘
(2𝜋)𝑑 . (4.59)



4.3 半经典输运理论 15

那么,粒子数守恒要求 𝑓 满足连续性方程
𝜕𝑓
𝜕𝑡 + ∇ ⋅ 𝒋(𝒓) + ∇𝒌 ⋅ 𝒋(𝒌) = 0, (4.60)

𝒋(𝒓) 和 𝒋(𝒌) 是守恒流密度,可以写为自然的形式

𝒋(𝒓) = ̇𝒓𝑓 , 𝒋(𝒌) = �̇�𝑓 . (4.61)

因此,
𝜕𝑓
𝜕𝑡 + ̇𝒓 ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒓 + �̇� ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒌 = −(∇ ⋅ ̇𝒓 + ∇𝒌 ⋅ �̇�)𝑓 . (4.62)

对于服从哈密顿动力学的体系,易证等式右边为零,因此得到
d𝑓
d𝑡 = 𝜕𝑓

𝜕𝑡 + ̇𝒓 ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒓 + �̇� ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒌 = 0. (4.63)

这就是刘维尔定理43,44: 相密度守恒. 43: Liouville theorem
44: 对于满足 (4.27)的粒子,事情
有些微妙,在 𝑩和 𝜴 都不为零时,
有相密度修正,这里暂不讨论.

另一方面,电子在实际材料中不可避免地会发生散射,例如和晶体中的杂
质,缺陷,晶格振动,其他电子或者其他激发都可能发生碰撞. 这些碰撞事件都
不在运动方程里,因此所引起的相密度变化,需要在刘维尔定理之外引入. 这
就是玻尔兹曼方程

d𝑓
d𝑡 = 𝐶[𝑓 ], (4.64)

等式右边的 𝐶[𝑓 ]描述由于运动方程之外的任何机制导致的相密度改变,称为
碰撞积分45. 根据刘维尔定理,上式也可以写为 45: collision integral

𝜕𝑓
𝜕𝑡 + ̇𝒓 ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒓 + �̇� ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒌 = 𝐶[𝑓 ]. (4.65)

碰撞积分 𝐶[𝑓 ]依赖于具体的微观过程. 此处主要讨论和晶体中的杂质或
者缺陷发生的弹性散射. 假设杂质散射势比较弱,可以使用微扰论处理. 设体
系中仅有一种杂质,杂质势为 𝑉 (𝒓) = ∑𝑖 𝑣(𝒓 − 𝒓𝑖),其中 {𝒓𝑖}为给定杂质分布构
型的杂质位置 (𝒓𝑖 为随机选取的格矢). 首先考虑散射矩阵元 (简洁起见,忽略
带间散射,略去能带指标)

𝑉𝒌𝒌′ = ⟨𝜓𝒌 |𝑉 |𝜓𝒌′⟩
= ∑

𝑖
∫ d𝑑 𝑟𝑣(𝒓 − 𝒓𝑖)𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝒓𝑢∗𝒌(𝒓)𝑢𝒌′ (𝒓)

= ∑
𝑖
𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝒓𝑖 ∫ d𝑑 𝑟𝑣(𝒓)𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝒓𝑢∗𝒌(𝒓)𝑢𝒌′ (𝒓)

= 1
𝐿𝑑 𝑣𝒌𝒌′ ∑

𝑖
𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅𝒓𝑖 .

矩阵元的模方中有如下结构因子

∑
𝑖𝑗

𝑒−i(𝒌−𝒌′)⋅(𝒓𝑖−𝒓𝑗) = 𝑁𝑖 . (4.66)

上式中的长线表示对杂质构型做平均,称为无序平均46. 由于被平均的函数是 46: disorder average
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快速振荡的函数, 设杂质在所有晶格上均匀分布, 平均后仅 𝑖 = 𝑗 的项得到保
留,因此求和的结果是体系中杂质的数量 𝑁𝑖 . 使用一阶波恩近似47计算电子散47: the first Born approximation
射进入 𝒌 的速率,

𝑊𝒌←𝒌′
d𝑑𝑘′
(2𝜋)𝑑 = d𝑑𝑘′

(2𝜋)𝑑
2𝜋
ℏ ∫
全空间

|𝑉𝒌𝒌′ |2𝛿(𝜀𝒌 − 𝜀𝒌′ )d𝑑 𝑟 ′

= 2𝜋
ℏ 𝑛𝑖 |𝑣𝒌𝒌′ |2𝛿(𝜀𝒌 − 𝜀𝒌′ ) d

𝑑𝑘′
(2𝜋)𝑑 ,

(4.67)

其中 𝑛𝑖 为杂质密度. 因此单粒子弛豫时间为

1
𝜏0

= ∫𝑊𝒌′←𝒌
d𝑑𝑘′
(2𝜋)𝑑 . (4.68)

上面的结果只是一个电子发生散射的情况. 在能带中还需要考虑散射初、
末态的占据情况. 现在考虑均匀外场的情况,此时 𝑓 仅是 𝒌 的函数. 上面的单
电子散射过程只有在初态 𝒌 占据时才会发生,同时由于泡利不相容原理要求
末态 𝒌′ 为占据. 因此计算散射速率时,还要乘以初态的占据数和末态的 1 − 𝑓
因子. 计入散射进入 𝒌,并扣除离开 𝒌 的速率,得到碰撞积分

𝐶[𝑓 ](𝒌) = ∫[𝑓 (𝒌′)(1 − 𝑓 (𝒌))𝑊𝒌←𝒌′ − 𝑓 (𝒌)(1 − 𝑓 (𝒌′))𝑊𝒌′←𝒌]|
d𝑑𝑘′
(2𝜋)𝑑

= 2𝜋
ℏ 𝑛𝑖 ∫[𝑓 (𝒌′) − 𝑓 (𝒌)]|𝑣𝒌𝒌′ |2𝛿(𝜀𝒌 − 𝜀𝒌′ ) d

𝑑𝑘′
(2𝜋)𝑑 .

(4.69)

对于各向同性的系统或者模型 (例如具有立方对称性的 𝒌 点附近,有效质
量为标量), 可以做进一步简化. 这种情况下 𝑘 = 𝑘′, 因此 𝑣𝒌𝒌′ 只依赖 𝒌 和 𝒌′
的夹角,记作 𝜃 . 上式中的积分可以进一步写为4848: 𝑣(𝜃)为杂质势, 𝑣(𝒌′)为群速

(的大小).实在想不出自然的符号
了,先这么写. 𝐶[𝑓 ](𝒌) = 2𝜋

ℏ 𝑛𝑖 ∫[𝑓 (𝒌′) − 𝑓 (𝒌)]|𝑣(𝜃)|2 d𝑆′
𝑣(𝒌′)(2𝜋)𝑑

= 2𝜋
ℏ 𝑛𝑖𝑔(𝜀) ∫[𝑓 (𝒌′) − 𝑓 (𝒌)]|𝑣(𝜃)|2 d�̂�

′

Ω𝑑

= ∫𝑊(𝜃)[𝑓 (𝒌′) − 𝑓 (𝒌)]d�̂�
′

Ω𝑑
,

最后一步引入记号
𝑊(𝜃) = 2𝜋

ℏ 𝑛𝑖𝑔(𝜀)|𝑣(𝜃)|2.

考虑在外场下非平衡分布函数可以展开为外场的级数

𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1 + 𝑓2 + ⋯ , (4.70)

其中 𝑓0 是费米-狄拉克分布. 对于电场的一阶响应 𝑓1(𝒌), 必然是 𝑬 的线性函
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数. 唯一组合处这个标量的方式是

𝑓1 = 𝛼𝒌 ⋅ 𝑬,

其中 𝛼 可以是能量的函数 (旋转不变). 代入碰撞积分的表达式,注意到

𝒌′ ⋅ 𝑬 = 𝒌′ ⋅ (�̂��̂� + �̂�⟂�̂�⟂) ⋅ 𝑬
= cos 𝜃𝒌 ⋅ 𝑬 + (𝒌′ ⋅ �̂�⟂)(�̂�⟂ ⋅ 𝑬),

其中 �̂�⟂�̂�⟂ = 1 − �̂��̂�,第二项中的 (𝒌′ ⋅ �̂�⟂)角度积分为零. 因此,

𝐶[𝑓 ](𝒌) = 𝛼𝒌 ⋅ 𝑬 ∫𝑊(𝜃)(cos 𝜃 − 1)dΩΩ𝑑
= −𝑓1𝜏 ,

其中,引入了由于杂质散射带来的输运弛豫时间𝜏 (𝜀)49 49: transport relaxation time. 见
transport cross section in Landau
& Lifshitz. Quantum mechanics -
nonrelativistic thoery (Pergamon
1977), §126.

1
𝜏 = ∫𝑊(𝜃)(1 − cos 𝜃)dΩΩ𝑑

. (4.71)

注意输运弛豫时间的计算中考虑了单粒子态占据情况对散射速率的影响, 有
别于 ( 4.68)单粒子弛豫时间𝜏0.

以上的推导中,我们使用了几个假设: 均匀外场,各向同性和弹性散射. 虽
然如此,我们将把这个结果推广到更为一般的情形: 在外场晶胞尺度上有缓慢
的空间变化,并忽略掉各项异性对散射的影响,此时玻尔兹曼方程可以写为

𝜕𝑓
𝜕𝑡 + ̇𝒓 ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒓 + �̇� ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒌 = −𝑓 − 𝑓0

𝜏 , (4.72)

这被称为弛豫时间近似50. 下面将展示基于弛豫时间近似的基本输运理论. 50: relaxation time approxi-
amtion

§2. 电导率
对系统施加均匀直流电场 𝑬 ,此时 𝑓 不依赖于时间和位置,仅是 𝒌 的函数.

弛豫时间近似下的玻尔兹曼方程简化为

− 𝑒ℏ𝑬 ⋅ 𝜕𝑓𝜕𝒌 = −𝑓 − 𝑓0
𝜏 .

在电场很弱时,上式左边的 𝑓 ≈ 𝑓0,因此

𝑓1 ≈ 𝑒
ℏ𝜏𝑬 ⋅ 𝜕𝑓0𝜕𝒌 = 𝑒𝜏𝑬 ⋅ 𝒗(𝒌)𝜕𝑓0𝜕𝜀 . (4.73)

有了外场下的非平衡分布函数,现在计算电流密度

𝒋 = ∫(−𝑒 ̇𝒓)𝑓 d𝑑𝑘′
(2𝜋)𝑑

= ∫ [(−𝑒𝒗𝒌)𝑓0 + 𝑒2𝜏𝑣(𝒌)𝑣(𝒌) ⋅ 𝑬 (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 ) − 𝑒2
ℏ 𝑬 × 𝜴(𝒌)𝑓0 + 𝑂(𝐸2)]

d𝑑𝑘
(2𝜋)𝑑 .

(4.74)
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被积函数中地第一项对应的是平衡态电流, 利用 𝜀𝒌 的周期性容易证明为零.
第二项是群速度在外场影响下带来的电流,对应的电导率张量为

𝜎𝛼𝛽 = 𝑒2 ∫ 𝜏(𝜀𝒌)𝑣𝛼 (𝒌)𝑣𝛽 (𝒌) (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 )
d𝑑𝑘
(2𝜋)𝑑 . (4.75)

注意这部分电导率为对称张量, 𝜎𝛼𝛽 = 𝜎𝛽𝛼 . 注意, (4.75)仅给出一条能带对电导
率的贡献,对一般体系计算时,还需要对能带和自旋求和.

对于各向同性的系统或者模型, 𝜀𝒌 = ℏ2𝑘2/2𝑚∗,可得 𝜎𝛼𝛽 = 𝜎𝛿𝛼𝛽 ,

𝜎 = 𝑒2 ∫ 𝜏(𝜀)𝑣(𝒌)
2

𝑑 (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 )
d𝑑𝑘
(2𝜋)𝑑 = 𝑒2 ∫ 𝜏(𝜀)𝑣

2

𝑑 (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 ) 𝑔(𝜀)d𝜀. (4.76)

当 𝑘𝐵𝑇 ≪ 𝜀F, −𝜕𝑓0/𝜕𝜀 ≈ 𝛿(𝜀 − 𝜀F),计入自旋简并度 𝑔𝑠 = 2,有

𝜎 = 𝑔𝑠𝑒2𝜏 (𝜀F)𝑣2F
𝑔(𝜀F)
𝑑 = 𝑛𝑒2𝜏

𝑚∗
, (4.77)

其中使用公式 (1.54)可知 𝑔(𝜀F) = 𝑛𝑑/4𝜀F. 费了牛鼻子劲儿,我们终于重新发现
了德鲁达公式. 只是此处的结果对任意维度都适用, 𝜏 是通过基于量子力学的
一阶波恩近似得到的在费米能输运弛豫时间,而质量变成了有效质量,反映了
晶格势带来的空间不均匀性的影响. 对于各项异性的电子/空穴空袋, 只需将
1/𝑚∗替代为 𝑚−1∗ 即可 (对应电导率也是张量,见作业题). 而电子的数密度 𝑛要
理解为在费米能附近的电子或者空穴空袋的密度. 如果费米能附近有多个口
袋,就需要对它们的贡献求和. 对于更为一般的能带结构,费米面附近不能简
单地划分为电子/空穴空袋时, 或者各项异性很强, 简单的有效质量理论不适
用,则 (4.75)不能被简化为德鲁达公式,此时需要对整个费米面求和.

− 𝑒
ℏ𝜏𝑬电子

空穴

图 4.9:移动的费米球

如果将 (4.74) 被积函数的前两项合并起来, 写为如下积分的一阶泰勒级
数

𝒋 ≈ −𝑒 ∫ 𝒗(𝒌)𝑓0(𝜀(𝒌 + 𝑒𝜏𝑬/ℏ)) 𝑑
𝑑𝑘

(2𝜋)𝑑 (4.78)

这看起来好像是整个能带发生了整体的移动,在电场下在 𝑘 空间位移了 −𝑒𝜏𝑬 ,
则会在费米面附近产生净载流子: 顺着电场方向运动的空穴和逆电场方向运
动的电子. 费米球移动为电场下电流的产生提供了简单的图像. 满带没有费米
面,因而分布函数的移动不会带来额外的载流子. 因而在零温仅有满带和空带,
没有部分占据能带的材料,是不会导电的. 这样的材料称为绝缘体.

𝜀

𝑔(𝜀) 绝缘体

𝜀

𝑔(𝜀) 金属

𝜀F

𝜀

𝑔(𝜀) 半金属

𝜀F
图 4.10: 绝缘体, 金属, 半金属的
态密度.

电场下加速的电子会被电场做功,功率密度为

𝑃 = 𝑬 ⋅ 𝒋 = 𝜎𝐸2. (4.79)

如果我们的理论只考虑弹性散射,那么样品会被无限加热,稳态的假定也就失
效了. 事实上,由于所考虑的电场非常弱,电场的功率非常小,因而只需要非常
小的非弹性散射 (散射前后电子能量发生变化)就可以将电场注入的能量耗散
掉. 典型的耗散过程包括电子-晶格 (原子核或离子) 散射和样品边界处的电
子-电子散射. 例如, 通过电子和晶格散射, 能量会被传导到晶格上, 在样品边
界处,电子和晶格可以和环境交换能量. 顺带提一下,弹性散射不改变电子的
能量,只改变电子的动量,因而在能带图的意义上称为水平散射; 非弹性散射
可以改变电子的能量,如果动量改变不大的话称为垂直散射.
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最后再讨论一下弛豫时间. 我们的弛豫时间是基于静态杂质散射得到的,
实际上电子可以受到不同散射的影响,可以由各自特征的弛豫时间. 假设各种
机制的散射没有关联,散射速率可以相加,所以总的弛豫时间 𝜏 由如下关系给
出 1

𝜏 = 1
𝜏i

+ 1
𝜏𝑒−ph

+ 1
𝜏𝑒𝑒

+ ⋯ , (4.80)

其中 𝜏i, 𝜏𝑒−ph 和 𝜏𝑒𝑒 分别是由杂质、电子-晶格振动 (声子)和电子-电子散射带
来的弛豫时间.

𝑇

𝜌

𝜌0

金属

𝑇

𝜌 绝缘体

图 4.11:金属和绝缘体的电阻率.

通常杂质散射对温度没有特别强的依赖关系,而电子-晶格振动散射则会
随着温度上升而明显变强. 因此, 通常在零温下金属仍然具有有限大的电阻
率 𝜌0,被称为剩余电阻率51 主要来源于杂质散射 (如果电子-电子散射不重要).

51: residual resitivity

然而随着温度上升,通常由于晶格振动对电子的散射越来越强烈,金属的导电
性会下降,电阻率则虽温度上升. 绝缘体的导电性跟温度的关系则往往完全相
反. 在零温下,绝缘体只有完全满的价带和全空的导带. 由满带不导电可知,零
温绝缘体的电阻率无穷大. 在有限温度下,由于费米分布,少量的电子会从原
本全满的价带由于热激发分布到导带. 因此在导带和价带都会有少量的载流
子,使得有限温度的绝缘体获得一定的导电性. 因为热激发载流子会随着温度
上升而增多,在一定的温度范围内,可以观测到绝缘体的电阻随温度上升而下
降.

§3. 反常霍尔效应

现在我们来考察和 𝜴(𝒌)相关的电流. 显然这部分电流也是 𝑬 的线性函数.
为了写出电导率,引入反对称张量

Ω𝛼𝛽 (𝒌) = 𝜖𝛼𝛽𝛾Ω𝛾 (𝒌). (4.81)

那么 𝑬 × 𝜴 = ̂𝒆𝛼Ω𝛼𝛽𝐸𝛽 ,因而对应的电导张量为

𝜎anom
𝛼𝛽 = −𝑒

2

ℏ ∫ 𝑓0(𝜀𝒌)Ω𝛼𝛽 (𝒌)
d𝑑𝑘
(2𝜋)𝑑 . (4.82)

由于这部分电流是垂直外加电场的,所以会产生无需外加磁场的霍尔效应,这
被称为反常霍尔效应52. 对于多带体系,使用 (4.82)需要对能带求和. (内禀)反 52: anomalous Hall effect. 反常

霍尔效应并不一定产生于能带
贝利曲率, 也可能来源于特殊的
杂质散射.在文献中,前者称为内
禀 (intrinsic)机制,后者称为外禀
(extrinsic) 机制. 见Nagaosa. Rev.
Mod. Phys. 82, 1539 (2010).

常霍尔效应的电导率和弹性散射没有关系,这点和霍尔效应相似.

由于贝利曲率为赝矢量,其对称变换为

空间反演: 𝜴(𝒌) ↦ 𝜴(−𝒌),
时间反演: 𝜴(𝒌) ↦ −𝜴(−𝒌). (4.83)

因此,仅在破缺时间反演对称性的体系 (磁性材料)中可以观测到反常霍尔效
应. 一般而言,磁性金属在外加磁场 (设为 z方向)下的霍尔磁阻有如下经验公
式

𝜌𝑥𝑦 = 𝑅0𝐻𝑧 + 𝑅𝑠𝑀𝑧 (4.84)

其中 𝐻𝑧 和 𝑀𝑧 分别为磁场强度和磁化. 通常第一项对应的是霍尔效应, 𝑅0 和
载流子浓度成正比,第二项对应的是反常霍尔效应. 那么根据实验测量,先通

https://journals.aps.org/rmp/pdf/10.1103/RevModPhys.82.1539
https://journals.aps.org/rmp/pdf/10.1103/RevModPhys.82.1539
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过高场下磁化饱和时的数据拟合初 𝑅0,再将霍尔电阻率扣除,即可得到反常霍
尔电阻率.

图 4.12: 铁磁金属镍的霍尔电阻
率. 图源: E. M. Pugh and N. Ros-
toker. RMP 25, 151 (1953).

更为奇妙的是,对于二维布里渊区 (二维晶体,或者三维晶体布里渊区的
切片),贝利曲率的积分不一定为零. 例如考虑在 𝑥-𝑦 平面上的二维晶体,

∫
BZ

Ω𝑥𝑦 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦 )d𝑘𝑥d𝑘𝑦 = 𝑐2𝜋, 𝑐 ∈ ℤ, (4.85)

整数 𝑐 称为陈数53. 如果 𝑐 不为零,即便在 𝑇 = 0时全是满带或空带的二维绝53: Chern number
缘体,也可以传导反常霍尔电流,而且反常霍尔电导率是量子化的

𝜎𝑥𝑦 = −𝑐 𝑒
2

ℎ . (4.86)

这样的绝缘体材料被称为陈绝缘体54,所呈现的量子化的反常霍尔效应称为量54: Chern insulator
子反常霍尔效应55.55: quantum anomalous Hall ef-

fect (QAHE)

图 4.13: 磁掺杂 (CrBiSb)2Te3 中
观测到的量子反常霍尔效应. 在
38 mK, 霍尔电阻的量子化精确
到 1/10000. 图源: Phys. Rev. Lett.
114, 187201 (2015).

式 (4.85)(也就是满带反常霍尔电导率的量子化)的证明不难但是比较微
妙,我们且不深究. 现在简单讨论一下设个结果的几何含义. 这个关系和几何
中的 Gauss-Bonnet定理非常相似: 封闭曲面的高斯曲率的积分为 2𝜋 的整数
倍,当曲面发生连续变化时这个整数不变. 高斯曲率是局域几何量,在曲面发
生连续变化时可以发生变化的. 然而对曲率求和得到的整体几何特征,由于在
曲面连续变形时不会发生变化,被称为一个拓扑不变量56.56: topological invariant

曲面上一点的曲率一定程度是反映曲面该点切平面和其近邻点的切平面
的关系. (4.85)所对应的曲面就是二维布里渊区,由于波函数的周期性可以被
看做是封闭曲面,也就是环面57(轮胎面,甜甜圈表面). 如果我们把切平面看作57: torus
一个线性空间 (矢量空间), 那么可以把这个线性空间换做是该点的希尔伯特
空间,并知道怎么对不同点之间的 (波)函数做微分,其实推广得到的结果就是
(4.85). 在此意义上,一个二维体系的一条完全填充能带的 𝜎𝑥𝑦 是一个拓扑不变

https://journals.aps.org/rmp/abstract/10.1103/RevModPhys.25.151
https://journals.aps.org/rmp/abstract/10.1103/RevModPhys.25.151
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.114.187201
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.114.187201
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量,也就是说在满足其定义的条件下, 𝜎𝑥𝑦 取值量子化,并且当哈密顿量做连续
变化时, 𝜎𝑥𝑦 不变.

用一个例子说明下怎么出现构造陈绝缘体. 石墨烯在 𝐾 和 𝐾 ′ 的有效哈
密顿量可以写作

𝐻𝜏 = 𝑣F(𝜏𝑝𝑥𝜎𝑥 + 𝑝𝑦𝜎𝑦 ) + 𝑚𝜎𝑧 , (4.87)

其中 𝜏 = ±1对应 𝐾, 𝐾 ′, 𝑚为实数. 此时能带色散关系为

𝜀𝜏𝒌 = ±√(ℏ𝑣F𝑘)2 + 𝑚2 (4.88)

因此在 𝐾, 𝐾 ′ 处出现能隙 2|𝑚|. 在基态如果下面一条能带完全占据,而上面一
条能带全空,这就是一个隙为 2|𝑚|的绝缘体.

𝑘

𝜀𝒌

𝐾 ′ 𝐾

2|𝑚𝐾′ | 2|𝑚𝐾 |

𝑚𝐾 > 0,𝑚𝐾′ > 0, 𝑐 = 0 (a)

𝑘

𝜀𝒌

𝐾 ′ 𝐾

2|𝑚𝐾′ | 𝑚𝐾 = 0

𝑚𝐾 = 0,𝑚𝐾′ > 0, 𝑐 不定义 (b)

𝑘

𝜀𝒌

𝐾 ′ 𝐾

2|𝑚𝐾′ | 2|𝑚𝐾 |

𝑚𝐾 < 0,𝑚𝐾′ > 0, 𝑐 = −1 (c)

图 4.14: 基于反常霍尔电导率的
拓扑相变. (a)平凡绝缘体, 𝑐 = 0.
(b)相变点,能隙为零. (c)陈数为
−1的陈绝缘体态.

可以计算两个能谷占据态的贝利曲率 (二维体系的贝利曲率仅有一个分
量)

Ω𝜏 (𝒌) =
𝜏ℏ2𝑣2F𝑚

2√𝑚2 + (ℏ𝑣F𝑘)2
. (4.89)

如果在远离 𝐾, 𝐾 ′ 处的贝利曲率可以忽略不计,总的贝利曲率积分可以写为两
个能谷处的求和, 𝛾𝐾 + 𝛾𝐾 ′ :

𝛾𝜏 = ∫ d𝑘𝑥d𝑘𝑦 𝑘Ω𝜏 = 𝜏sign(𝑚)𝜋. (4.90)

可见,如果两个能隙的符号相同 𝑚𝐾 = 𝑚𝐾 ′ ,整体霍尔电导率为零. 有趣的情形
是 𝑚𝐾 = −𝑚𝐾 ′ ,可得整体霍尔电导率为 ±𝑒2/ℎ,或者陈数 𝑐 = ±1. 注意陈数或者
霍尔电导率只依赖于 𝑚 在 𝐾, 𝐾 ′ 的符号,当哈密顿量连续变化 (𝑚 和 𝑣F 的取
值),但是保持 𝑚符号不变时,量子化的霍尔电导率并不会改变.

如图4.14所示,保持一个能谷 (𝐾 ′)的 𝑚不变,连续改变另一个能谷 (𝐾)的
𝑚值,两个能谷的能隙可以不一样. (a)的两个能谷 𝑚符号相同,陈数 (霍尔电
导率)为零. 如果将 𝑚𝐾 调到与 𝑚𝐾 ′ 反号,则会得到陈数非零的相,如图4.14(c)
所示. 这两个相虽然可能能带色散完全相同,但是具有不一样的陈数,我们说
它们是拓扑不等价的两个相. 通常将陈数非零的相称为拓扑相58,而将陈数为

58: topological phase

零的相称为拓扑平凡相59.

59: topologically trivial phase

当我们通过连续地变化哈密顿量,使其从一个相转变为拓扑不等价的相,
这个变化称为拓扑相变. 在相变点,体系的能隙闭合,如图4.14(c)所示. 在拓扑
相变点,能隙闭合,是一个普适的结论. 设想我们将二维空间分割为两个部分,
一边放上 (a)中的相,另一边放上 (c)中的相,用一个 𝑚𝐾 连续、缓慢从正到负
的变化过渡的中间区域连接两边. 如果过渡如此的缓慢,使得每一个点附近在
微观足够大的区域看都是一个有确定 𝑚𝐾 值的相, 那么从上面的讨论可以推
断在过渡区域必有一点 (局域)没有能隙. 事实上,这是拓扑相的一个特征: 在
其边界上必有无能隙60的边缘态61(如果样品的外面是真空, 真空被认为是拓 60: gapless

61: edge state扑平凡的). 这被称为拓扑态的体-边对应原理.62: 物体的整体性质可以编码在
62: bulk-boundary correspon-
dence

其边界上.63

63: 这就好像量子引力的全息原
理: 描述了一个空间的性质可编
码在其边界上.

事实上,基于能带的拓扑特性是近 20年凝聚态物理的重要进展之一. 能
带拓扑相的定义,往往是基于能带的几何量 (曲率,联络,相位)去构造拓扑不
变量,以此划分拓扑不等价的能带体系. 能带拓扑的概念已经被应用于绝缘体
(陈绝缘体,拓扑绝缘体,晶体拓扑绝缘体等等)和半金属 (狄拉克半金属,外尔
半金属)体系,这些材料各自呈现新奇的电、光响应. 类似的概念也应用到集
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体激发如声子和磁振子,甚至超导体系. 限于篇幅,本章就不展开讨论,只是希
望通过对陈绝缘体/量子反常霍尔效应的介绍,提供一个初步的印象.

§4. 电子介导的热输运

与电流不同,晶体可以通过电子和原子的运动 (甚至别的集体激发)传递
能量. 因此热导率通常划分为电子和声子的贡献, 本节讨论电子热导率. 对
于金属 (除了低温下且具有大量杂质的 “脏金属”), 电子热导率通常主导热输
运.

热的输运是由温度梯度驱动的,在温度梯度不大时可以由经验傅里叶定
律描述

𝒋𝑄 = −𝜅𝑇∇𝑇 . (4.91)

其中 𝜅𝑇 为热导率. 然而,温度梯度所带来的空间不均匀,也可能驱动电荷的转
移. 事实上,按照德鲁达模型,碰撞之后左右移动的电子温度不同,也可以产生
净余粒子流动,形成电流. 反之,电场所驱动的电流也携带能量,也可能造成热
量转移. 同时温度梯度也可以带来化学势虽空间的变化. 因此,更为一般的线
性响应关系写为

𝒋 = 𝐿11𝑭 + 𝐿12(−∇𝑇 ),
𝒋𝑄 = 𝐿21𝑭 + 𝐿22(−∇𝑇 ),

(4.92)

其中 𝑭 = 𝑬 + 1
𝑒 ∇𝜇.

为了使用玻尔兹曼方程,首先要确定热流密度的形式. 考虑样品中的一个
区域64,该区域体积恒定: 𝑇d𝑆 = d𝐸 − 𝜇d𝑁𝑒 . 由于 𝑇d𝑆 是可逆过程传热过程进64: 在外场和温度梯度都不太大

时,我们通常考虑宏观不太大,微
观不太小的区域,可以通过 𝑇(𝒓)
和 𝜇(𝒓)定义局域热平衡.

入该区域的热量,因此热流可以分为两个部分,能量流和粒子流

𝒋𝑄 = 𝒋𝐸 − 𝜇𝒋𝑁 . (4.93)

因此,一条能带 (不包含自旋简并)的热流密度应该写为

𝒋𝑄 = ∫[d𝑘](𝜀𝒌 − 𝜇)𝒗𝒌𝑓 . (4.94)

正如上面讨论, 在电场和温度梯度不太大时, 我们可以通过 𝑇 (𝒓) 和 𝜇(𝒓)
定义局域热平衡,在 𝒓 附近的宏观不太大、微观不太小的区域中引入费米-狄
拉克分布函数

𝑓0(𝒌, 𝒓) =
1

exp(
𝜀𝒌−𝜇(𝒓)
𝑘B𝑇(𝒓) ) + 1

. (4.95)

是局域平衡分布函数,弛豫时间近似下 (忽略反常速度),

𝑓1 = −𝜏 [𝒗(𝒌) ⋅ ∇𝑓0 − 𝑒
ℏ𝑬 ⋅ ∇𝒌𝑓0] .

其中

∇𝑓0 = (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 )(∇𝜇 −
𝜀𝒌 − 𝜇
𝑇 (−∇𝑇 ))
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因此,一阶分布函数为

𝑓1 = 𝜏 (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 )(−𝑒𝑭 + 𝜀𝒌 − 𝜇
𝑇 (−∇𝑇 )) ⋅ 𝒗(𝒌). (4.96)

利用上式可以计算电流和热流密度,即可以得到输运方程 (4.92). 定义

𝐾 (𝑛) = 𝑒2 ∫[d𝑘]𝜏 (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 ) (𝜀𝒌 − 𝜇)𝑛𝒗(𝒌)𝒗(𝒌), (4.97)

不难验证
𝐿11 = 𝐾 (0),
𝐿12 = − 1

𝑒𝑇 𝐾 (1),

𝐿21 = −1𝑒 𝐾
(1) = 𝑇𝐿12,

𝐿22 = 1
𝑒2𝑇 𝐾 (2).

(4.98)

其中 𝐿11 即是纵向电导率. 可见, 温度梯度确实可以驱动电流, 这称为热
电效应65. 反之, 电场可以驱动热流. 这两种过程的输运系数有特定关系, 65: thermoelectricity,或 thermo-

electric effect𝑇21 = 𝑇𝐿12,这是昂萨格倒易关系66的一个具体形式.
66: Onsager reciprocal relation

实验测量热导率时,对材料施加温度梯度,但是并不会特意加上闭合的外
电路通过电流, 因此电流为零. 这就会在材料内部形成内置电场 𝑭 抵消热电
流,

𝑭 = −𝐿−111𝐿12(−∇𝑇 ). (4.99)

因此,总的热流时外加温度梯度和内建电场的贡献之和,那么实际测得的热导
率为

𝜅𝑇 = 𝐿22 − 𝐿21𝐿−111𝐿12. (4.100)

仅当热电效应可以忽略不计时, 𝜅𝑇 ≈ 𝐿22.

可以利用索末菲展开计算 𝐿𝑖𝑗 . 定义

𝜎(𝜀) = 𝑒2𝜏 (𝜀) ∫[d𝑘]𝛿(𝜀 − 𝜀𝒌)𝑣(𝒌)𝒗(𝒌)

𝐾 (𝑛) = ∫ d𝜀 (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 ) (𝜀 − 𝜇)𝑛𝜎(𝜀).

因为低温下精确到 (𝑇 /𝑇F)2 阶, −𝜕𝑓0/𝜕𝜀 ≈ 𝛿(𝜀 − 𝜀F),所以 𝜎(𝜀F)电导率. 因此,

𝐾 (2) ≈ 𝜎(𝜇) ∫ d𝜀 (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 ) (𝜀 − 𝜇)2

= 𝜋2
3 (𝑘B𝑇 )2𝜎(𝜇),

最后一步计算见 (1.64). 考虑 𝜇 ≈ 𝜀F, 𝜎(𝜇)也就是金属的电导率. 所以当热电效
应可以忽略时,

𝜅𝑇
𝑇 = 𝜋2

3 (
𝑘B
𝑒 )

2
𝜎. (4.101)
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这个结果和基于德鲁达模型和索末菲电子气估算的比热得到的 Wiedeman-
Franz定律 (1.75)具有几乎一样的形式. 当然,这里的结果是基于更加精细的
微观理论.

现在讨论一下在热电效应可以忽略时热传导的物理图像. 由 (4.96),仅由
温度梯度引起的一阶分布函数为

𝑓1 = 𝜏 (−𝜕𝑓0𝜕𝜀 )
𝜀𝒌 − 𝜇
𝑇 (−∇𝑇 ) ⋅ 𝒗(𝒌).

由此,非平衡分布函数可以看做是由温度梯度引起温度改变的平衡分布

𝑓 = 𝑓0(𝑇 − 𝜏∇𝑇 ⋅ 𝒗(𝒌)). (4.102)

可见顺着温度梯度 −∇𝑇 方向运动的电子相对于体系的平均温度更热,而逆向
运动的电子更冷. 那么在顺着温度梯度方向运动的费米面附近,一部分电子被
转移到高于高于化学势的能级上; 同理,在逆向运动的费米面附近,部分电子
转移到低于化学势的能级上. 两种电子转移都会造成顺温度梯度方向的净余
热流.

图 4.15: 温度梯度造成的非平衡
分布.

𝜀 𝜀

− 𝜕𝑓0
𝜕𝜀 − 𝜕𝑓0

𝜕𝜀

𝑓 − 𝑓0 𝑓 − 𝑓0
−∇𝑇

热
冷

最后介绍一下热电效应. 由 (4.99)可以看出,在开路测量 (电流为零)时金
属中的温度梯度可以带来内建电场. 如果外接伏特表,则会测量到由温度差引
起的电压. 需要说明, 伏特表实际上测量的通过一个大电阻物质的微小电流,
这样的的测量并不区分 𝑭 中的电场和 ∇𝜇 引起的电流.6767: 化学势梯度引起的电流称为

扩散电流, 因为化学势的变化造
成局域密度的改变, 密度的不均
匀造成扩散. 应该在这之前介绍
一下扩散,以及爱因斯坦关系.

𝑇1

𝑇0

𝑇2

𝑇0

A

B

V
图 4.16:赛贝克效应.

考虑这样的实验装置. 将金属 A和 B制作成如图所示的开口环,环上有
两处接触点,温度分别为 𝑇1 和 𝑇2,环开口处的温度为 𝑇0,并外接一个伏特表.
计算两个端点之间的电动势

Δ𝑉 =
⎛⎜⎜⎜⎝

1

∫
0
+

2

∫
1
+

0

∫
2

⎞⎟⎟⎟⎠
𝐹d𝑙 =

𝑇2

∫
𝑇1
(𝑄𝐴 − 𝑄𝐵)d𝑇 , (4.103)

其中
𝑄 = 𝐿−111𝐿12 (4.104)

称为材料的赛贝克系数.68 这样的热电装置可以用于测量温度 (热电偶),也可

68: Seebeck coeffcient,或者 ther-
moelectric power

以通过输入能量保持温度差, 可以通过热电材料转化为电能. 赛贝克发电机,
虽然通常发电效率不高, 但优点是没有移动的零部件, 可以用于无人空间设
备.

热电效应的另一个体现称为佩尔贴效应,将赛贝克装备中的伏特表换做
电池,驱动电流通过环状异质结,并设法使环状异质结内没有温度梯度. 这种
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情况下,热电效应会驱动热流

𝑗𝑄 = 𝐿21𝐿−111𝑗 = Π𝑗. (4.105)

金属 A和金属 B的佩尔贴系数 Π不同,则会导致通过环上部和下部从左向右
传递的热流不会完全抵消. 这就形成一个基于热电效应的热泵,可以实现全固
态制冷.


	布洛赫电子输运理论
	布洛赫电子动力学
	布洛赫电子的半经典运动
	半经典输运理论


