
24 春固体物理期中答案
题 1 简答题

(a)

单条带的电导率

𝝈𝑖 = 𝝆−1
𝑖 = 1

𝜌2
𝑖 + 𝑅2

𝑖 𝐵2 ( 𝜌𝑖 𝑅𝑖𝐵
−𝑅𝑖𝐵 𝜌𝑖

) , 𝑖 = 1, 2 (1)

总电导率

𝝈 = 𝝈1 + 𝝈2 (2)

总电阻率
𝝆 = 𝝈−1 (3)

题目所求纵向电导率即为

𝜌(𝐵) = 𝜌𝑥𝑥 = 𝜌1𝜌2(𝜌1 + 𝜌2) + (𝜌1𝑅2
2 + 𝜌2𝑅2

1)𝐵2

(𝜌1 + 𝜌2)2 + (𝑅1 + 𝑅2)2𝐵2 (4)

对于全补偿金属，分母的 𝐵2 项消去，因此高场下磁阻主要由分子的 𝐵2 项决定，使得磁阻正比于
𝐵2。
如果不能完全补偿，则在高场下磁阻趋于一常数，即趋于饱和。

• 注 1：计算过程如下。应当注意到分母可以因式分解。

𝜌𝑥𝑥 = 𝜎𝑦𝑦
det(𝝈) (5)

det(𝝈) = ( 𝜌1
𝜌2

1 + 𝑅2
1𝐵2 + 𝜌2

𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2 )
2

+ ( 𝑅1𝐵
𝜌2

1 + 𝑅2
1𝐵2 + 𝑅2𝐵

𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2 )
2

(6)

= (𝜌1(𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2) + 𝜌2(𝜌2
1 + 𝑅2

1𝐵2))2 + (𝑅1𝐵(𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2) + 𝑅2𝐵(𝜌2
1 + 𝑅2

1𝐵2))2

(𝜌2
1 + 𝑅2

1𝐵2)2(𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2)2 (7)

𝜎𝑦𝑦 = 𝜌1
𝜌2

1 + 𝑅2
1𝐵2 + 𝜌2

𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2 (8)

𝜌𝑥𝑥 = 𝜎𝑦𝑦
det(𝝈) (9)

= (𝜌1(𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2) + 𝜌2(𝜌2
1 + 𝑅2

1𝐵2))(𝜌2
1 + 𝑅2

1𝐵2)(𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2)
(𝜌1(𝜌2

2 + 𝑅2
2𝐵2) + 𝜌2(𝜌2

1 + 𝑅2
1𝐵2))2 + (𝑅1𝐵(𝜌2

2 + 𝑅2
2𝐵2) + 𝑅2𝐵(𝜌2

1 + 𝑅2
1𝐵2))2 (10)

而分母

(𝜌1(𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2) + 𝜌2(𝜌2
1 + 𝑅2

1𝐵2))2 + (𝑅1𝐵(𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2) + 𝑅2𝐵(𝜌2
1 + 𝑅2

1𝐵2))2

= (𝜌2
1 + 𝑅2

1𝐵2)(𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2)((𝜌1 + 𝜌2)2 + (𝑅1 + 𝑅2)2𝐵2) (11)

代入约去重复因子即可



• 注 2：

( 𝜌1
𝜌2

1 + 𝑅2
1𝐵2 + 𝜌2

𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2 )
2

+ ( 𝑅1𝐵
𝜌2

1 + 𝑅2
1𝐵2 + 𝑅2𝐵

𝜌2
2 + 𝑅2

2𝐵2 )
2

(12)

直接打开有助于简化计算

• 注 3：注意到
𝝈 = 𝝈1 + 𝝈2 = 𝝆−1

1 + 𝝆−1
2 (13)

故
𝝆1𝝈𝝆2 = 𝝆1 + 𝝆2 (14)

det(𝝈) = det(𝝆1 + 𝝆2)
det(𝝆1) det(𝝆2) (15)

(此做法来自考卷)

(b)

由几何结构因子表达式 (课程幻灯片：《晶体结构的测定》15 页)

𝐹(𝑮) = ∑
𝑎

𝑒−i𝑮⋅𝒅𝑎𝑓(𝑮) (16)

1. 对于题设面心立方晶体，有

𝐹(𝑮) = 𝑓(𝑮)[1 + (−1)ℎ+𝑘 + (−1)𝑘+𝑙 + (−1)𝑙+ℎ] (17)

因此系统的消光条件为 ℎ, 𝑘, 𝑙 既有奇数又有偶数，即两奇一偶或两偶一奇
2. 对于金刚石结构的晶体，由于其中两个面心立方具有复制与移动的关系，因此可以直接将复制的

贡献与单个面心立方晶体的几何结构因子相乘，也即

𝐹(𝑮) = 𝑓(𝑮)[1 + (−1)ℎ+𝑘 + (−1)𝑘+𝑙 + (−1)𝑙+ℎ][1 + (−i)ℎ+𝑘+𝑙] (18)

此时系统的消光条件为:
{ℎ, 𝑘, 𝑙 既有奇数又有偶数，即两奇一偶或两偶一奇} 或 {(ℎ + 𝑘 + 𝑙) mod 4 = 2}

(c)

1. 对于体心立方晶格，其倒格子为面心立方。设单胞的边长为 𝑎，则倒空间最近邻两格点的间距为

𝑏 = 2
√

2𝜋
𝑎 (19)

每个原子的电子数最大时，费米球与第一布里渊区边界相切。其半径为

𝑘𝑐 = 𝑏
2 =

√
2𝜋
𝑎 (20)

对于自旋简并度为 2 的系统，其电子总数为

𝑁𝑒 = 2 𝑁𝑎3

(2𝜋)3
4
3𝜋𝑘3

𝑐 (21)



其中 𝑁 是单胞数量。系统中的原子总数为

𝑁atom = 2𝑁 (22)

故每个原子的电子数

𝑛𝑎 = 𝑁𝑒
𝑁atom

=
√

2𝜋
3 (23)

2. 对于面心立方晶格，其倒格子为体心立方。其余情况是类似的。设单胞的边长为 𝑎，则倒空间最
近邻两格点的间距为

𝑏 = 2
√

3𝜋
𝑎 (24)

每个原子的电子数最大时，费米球与第一布里渊区边界相切。其半径为

𝑘𝑐 = 𝑏
2 =

√
3𝜋
𝑎 (25)

电子总数为

𝑁𝑒 = 2 𝑁𝑎3

(2𝜋)3
4
3𝜋𝑘3

𝑐 (26)

系统中的原子总数为
𝑁atom = 4𝑁 (27)

故每个原子的电子数

𝑛𝑎 = 𝑁𝑒
𝑁atom

=
√

3𝜋
4 (28)



题 2 二维德拜模型

(a)

由

𝜕𝜓
𝜕𝑡 = 𝜕𝐻

𝜕Π = Π
𝜌 , (29)

𝜕Π
𝜕𝑡 = −𝜕𝐻

𝜕𝜓 + ∇ ⋅ 𝜕𝐻
𝜕(∇𝜓) = 𝜎∇2𝜓, (30)

可得 𝜓 的运动方程
𝜕2𝜓
𝜕𝑡2 − 𝜎

𝜌 ∇2𝜓 = 0. (31)

代入试探解 𝜓 = 𝜓0 exp(i(𝒒 ⋅ 𝒓 − 𝜔𝑡))，可得

(𝜎
𝜌 𝒒2 − 𝜔2) 𝜓0 = 0, (32)

于是可得德拜模型色散关系

𝜔𝒒 = 𝑣𝑠|𝒒|, 𝑣𝑠 = √𝜎
𝜌 . (33)

(b)

能量密度（单位面积能量）为

𝑢 = ∫
|𝒒|<𝑞𝐷

d2𝒒
(2𝜋)2 ℏ𝜔𝒒 [𝑓𝐵(ℏ𝜔𝒒) + 1

2] (34)

= ∫
𝑞𝐷

0

2𝜋𝑞d𝑞
(2𝜋)2 [ ℏ𝑣𝑠𝑞

𝑒𝛽ℏ𝑣𝑠𝑞 − 1 + ℏ𝑣𝑠𝑞
2 ] = 𝑢0 + 𝑢1(𝑇 ), (35)

其中

𝑢0 = ∫
𝑞𝐷

0

2𝜋𝑞d𝑞
(2𝜋)2

ℏ𝑣𝑠𝑞
2 = ℏ𝑣𝑠𝑞3

𝐷
12𝜋 . (36)

引入 𝑥 ≡ 𝛽ℏ𝑣𝑠𝑞，则

𝑢1(𝑇 ) = 1
2𝜋ℏ2𝑣2𝑠𝛽3 ∫

𝛽ℏ𝑣𝑠𝑞𝐷

0

𝑥2d𝑥
𝑒𝑥 − 1, (37)

在低温极限 𝛽ℏ𝑣𝑠𝑞𝐷 ≫ 1 的情况下

𝑢1(𝑇 ) ∼ 1
2𝜋ℏ2𝑣2𝑠𝛽3 ∫

∞

0

𝑥2d𝑥
𝑒𝑥 − 1 = 𝜁(3)𝑘3

𝐵𝑇 3

𝜋ℏ2𝑣2𝑠
, (38)

单位面积比热容

𝑐𝑉 = 𝜕𝑢
𝜕𝑇 = 3𝜁(3)𝑘3

𝐵
𝜋ℏ2𝑣2𝑠

𝑇 2 ∝ 𝑇 2. (39)

(c)

高温极限 𝛽ℏ𝑣𝑠𝑞𝐷 ≪ 1 时，利用展开式
1

𝑒𝑥 − 1 = 1
𝑥 − 1

2 + 𝑥
12 + 𝒪(𝑥3), (40)



并记 𝑥𝐷 = 𝛽ℏ𝑣𝑠𝑞𝐷 ≪ 1，则有

𝑢1(𝑇 ) = 1
2𝜋ℏ2𝑣2𝑠𝛽3 ∫

𝑥𝐷

0
d𝑥 (𝑥 − 𝑥2

2 + 𝑥3

12 + 𝒪(𝑥5)) (41)

= 1
2𝜋ℏ2𝑣2𝑠𝛽3 (𝑥2

𝐷
2 − 𝑥3

𝐷
6 + 𝒪(𝑥4

𝐷)) (42)

= 𝑞2
𝐷

4𝜋 𝑘𝐵𝑇 − ℏ𝑣𝑠𝑞3
𝐷

12𝜋 (1 − 𝒪(𝑥𝐷)), (43)

故比热容对 𝑞𝐷 的领头阶为

𝑐𝑉 = 𝜕𝑢1
𝜕𝑇 ≈ 𝑞2

𝐷
4𝜋 𝑘𝐵. (44)

计算 𝑞𝐷 和数密度 𝑛 关系:

𝑁 = 𝑉
(2𝜋)2 ⋅ 𝜋𝑞2

𝐷 ⇒ 𝑛 = 𝑞2
𝐷

4𝜋 . (45)

每个谐振子贡献热容 𝑘𝐵，因此这个结果符合经典统计的能均分定理

𝑐𝑉 = 𝑛𝑘𝐵. (46)



题 3 一维紧束缚模型

(a)

取晶格常数为 1，傅里叶变换

𝑎†
𝑗 = 1√

𝑁
∑

𝑘∈BZ
𝑎†

𝑘𝑒−i𝑘𝑗, 𝑏†
𝑗 = 1√

𝑁
∑

𝑘∈BZ
𝑏†

𝑘𝑒−i𝑘𝑗. (47)

则
∞

∑
𝑗=−∞

𝑎†
𝑗𝑏𝑗+𝑚 = 1

𝑁
∞

∑
𝑗=−∞

∑
𝑘,𝑘′∈BZ

𝑎†
𝑘𝑏𝑘′𝑒−i𝑘𝑗+i𝑘′(𝑗+𝑚) (48)

= 1
𝑁

∞
∑

𝑗=−∞
∑

𝑘,𝑘′∈BZ
𝑎†

𝑘𝑏𝑘′𝑒i𝑘𝑚𝑒i(𝑘′−𝑘)(𝑗+𝑚), (49)

利用
∞

∑
𝑗=−∞

𝑒i(𝑘′−𝑘)(𝑗+𝑚) = 𝑁𝛿𝑘,𝑘′ , (50)

可以得到
∞

∑
𝑗=−∞

𝑎†
𝑗𝑏𝑗+𝑚 = ∑

𝑘∈BZ
𝑎†

𝑘𝑏𝑘𝑒i𝑘𝑚. (51)

带入本题的哈密顿量，可以得到

𝐻 = − ∑
𝑘∈BZ

(𝑡+ + 𝑡−𝑒−i𝑘)𝑎†
𝑘𝑏𝑘 + H.c., (52)

或

𝐻 = ∑
𝑘∈BZ

[𝑎†
𝑘, 𝑏†

𝑘] [ 0 −𝑡+ − 𝑡−𝑒−i𝑘

−𝑡+ − 𝑡−𝑒i𝑘 0
] [𝑎𝑘

𝑏𝑘
] . (53)

可利用泡利矩阵分解 ℎ(𝑘) = −(𝑡+ + 𝑡− cos 𝑘)𝜎𝑥 − 𝑡− sin 𝑘𝜎𝑦（或直接计算），对角化得到色散关系

𝜀±(𝑘) = ±√(𝑡+ + 𝑡− cos 𝑘)2 + 𝑡2− sin2 𝑘 (54)

= ±√2(𝑡2 + 𝛼2𝑢2) + 2(𝑡2 − 𝛼2𝑢2) cos 𝑘, (55)

能带示意图如图所示.𝑘 = 𝜋 处的能隙 𝜀+(𝜋) − 𝜀−(𝜋) = 4|𝛼𝑢|. 根据定义，有效质量
1

𝑚∗
±

= 1
ℏ2

𝜕2𝜀±
𝜕𝑘2 . (56)

当 𝛼𝑢 ≠ 0 时,
𝜕𝜀±
𝜕𝑘 = 1

2𝜀±

𝜕𝜀2
±

𝜕𝑘 = −𝑡2 − 𝛼2𝑢2

𝜀±(𝑘) sin 𝑘, (57)

于是
𝜕2𝜀±
𝜕𝑘2 ∣

𝑘=𝜋
= 𝑡2 − 𝛼2𝑢2

𝜀±(𝜋) = ±𝑡2 − 𝛼2𝑢2

2|𝛼𝑢| , (58)

因此有效质量为

𝑚∗
±(𝑘 = 𝜋) = ± 2ℏ2|𝛼𝑢|

𝑡2 − 𝛼2𝑢2 (= ±ℏ2|𝑡+ − 𝑡−|
𝑡+𝑡−

) . (59)

当 𝛼𝑢 = 0 时，𝜀±(𝑘) = ±2𝑡| cos(𝑘/2)|，在 𝑘 = 𝜋 处二阶导不存在. 但此时有效质量在 𝛼𝑢 = 0 的左右极
限均为 0，因此认为有效质量为 0.
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(b)

低能带本征态为 𝑢𝑘 = 1√
2 [−1, 𝑒−i𝜙]𝑇 , 其贝利联络

𝐴𝑘 = ⟨𝑢𝑘|i𝜕𝑘|𝑢𝑘⟩ = 1
2

𝜕𝜙(𝑘, 𝛼𝑢)
𝜕𝑘 , (60)

因此

𝛾(𝛼𝑢) = ∫
𝜋

−𝜋
𝐴(𝑘)d𝑘 = 1

2 ∮
𝐶

d𝜙 (61)

其中环路 𝐶 为 𝑘 从 −𝜋 取到 𝜋 时，𝑡(𝑘) = −𝑡+ − 𝑡−𝑒−i𝑘 在复平面上的闭合轨迹.
当 𝛼𝑢 > 0，即 𝑡+ > 𝑡− 时，𝐶 不包含原点，因此 𝛾(𝛼𝑢 > 0) = 0. 当 𝛼𝑢 < 0，即 𝑡+ < 𝑡− 时，𝐶 包

含原点，𝑡(𝑘) 会顺时针绕原点一周，因此 𝛾(𝛼𝑢 < 0) = 1
2 ⋅ (−2𝜋) = −𝜋. 于是

𝛾(𝛼𝑢 > 0) − 𝛾(𝛼𝑢 < 0) = 𝜋. (62)

注：如果按试卷上给出的 𝑡(𝑘) = −𝑡+ − 𝑡−𝑒+i𝑘，则 𝛼𝑢 < 0 为逆时针一周，此时计算结果为 𝛾(𝛼𝑢 >
0) − 𝛾(𝛼𝑢 < 0) = −𝜋.


