
固体物理作业 8 参考答案
1. 一维双原子链

记 𝑘1 左边的为 1 号, 右边的为 2 号，晶格常数 𝑎′ = 2𝑎，势能

𝑉 = 1
2 ∑

𝑥
𝑘1[𝑢1(𝑥) − 𝑢2(𝑥)]2 + 𝑘2[𝑢1(𝑥) − 𝑢2(𝑥 − 𝑎′)]2 (1)

根据定义

𝑉𝑖𝑗(𝑋) = 𝜕2𝑉
𝜕𝑢1(𝑥 + 𝑋)𝜕𝑢2(𝑥) (2)

可根据(1)写出

V(0) = [𝑘1 + 𝑘2 −𝑘1
−𝑘1 𝑘1 + 𝑘2

] , V(𝑎′) = [0 −𝑘2
0 0

] , V(−𝑎′) = [ 0 0
−𝑘2 0

] , (3)

其余 V(𝑋) 均为 0. 于是动力学矩阵

D(𝑞) = 1
𝑀 ∑

𝑋
V(𝑋)𝑒i𝑞𝑋 (4)

= [ 𝑘1 + 𝑘2 −𝑘1 − 𝑘2𝑒i𝑞𝑎′

−𝑘1 − 𝑘2𝑒−i𝑞𝑎′ 𝑘1 + 𝑘2
] (5)

对角化可得

𝜔2 = 𝑘1 + 𝑘2
𝑀 ± 1

𝑀
√(𝑘1 + 𝑘2 cos(𝑞𝑎′))2 + 𝑘2

2 sin2(𝑞𝑎′) (6)

= 𝜔2
0 ± √𝜔2

0 − 4𝜈2 sin2(𝑞𝑎′/2) (7)

其中 𝜔2
0 = (𝑘1 + 𝑘2)/𝑀, 𝜈2 = √𝑘1𝑘2/𝑀 .

2. 短程和长程相互作用：一维单原子链为例

(a)

由势能形式，容易写出

𝑉 (𝑚𝑎) = −𝐾|𝑚|(𝑚 ≠ 0), 𝑉 (0) = 2
∞

∑
𝑚=1

𝐾𝑚 (8)

于是可得

𝜔2 = 𝐷(𝑞) = 1
𝑀

∞
∑

𝑚=−∞
𝑉 (𝑚𝑎)𝑒i𝑞𝑚𝑎 (9)

= 1
𝑀 [2

∞
∑
𝑚=1

𝐾𝑚 + 2
∞

∑
𝑚=1

𝐾𝑚(𝑒i𝑞𝑚𝑎 + 𝑒−i𝑞𝑚𝑎)] (10)

= 4
𝑀

∞
∑
𝑚=1

𝐾𝑚 sin2 (𝑚𝑞𝑎
2 ) (11)



(b)

长波极限 |𝑞𝑎| ≪ 1，有 sin2(𝑚𝑞𝑎/2) ≈ 1
4(𝑞𝑚𝑎)2，代入(11)可得

𝜔 = 𝑎√ 1
𝑀

∞
∑
𝑚=1

𝑚2𝐾𝑚 ⋅ |𝑞| (12)

(c)

取 𝐾𝑚 = 𝑚−𝑝, 1 < 𝑝 < 3，此时有

𝜔2 = 4
𝑀

∞
∑
𝑚=1

𝑚−𝑝 sin2 (𝑚𝑞𝑎
2 ) (13)

在长波极限 |𝑞𝑎| ≪ 1 下，可以化成黎曼积分

𝜔2 = 4(𝑞𝑎)𝑝−1

𝑀
∞

∑
𝑚=1

(𝑚𝑞𝑎)−𝑝 sin2 (𝑚𝑞𝑎
2 ) ⋅ (𝑞𝑎) (14)

∼ 4(𝑞𝑎)𝑝−1

𝑀 ∫
∞

0
𝑡−𝑝 sin2(𝑡/2)𝑑𝑡 = −2(𝑞𝑎)𝑝−1

𝑀 Γ(1 − 𝑝) sin(𝜋𝑝/2) (15)

故有 𝜔 ∝ |𝑞|(𝑝−1)/2.

(d)

(也不是很严谨...) 取 𝑝 = 3, 𝐾𝑚 = 𝐾/𝑚3，代入(14)有

𝜔2 = 4𝜔2
0(𝑞𝑎)2

∞
∑
𝑚=1

(𝑚𝑞𝑎)−3 sin2 (𝑚𝑞𝑎
2 ) ⋅ (𝑞𝑎) (16)

= 4𝜔2
0(𝑞𝑎)2 [(𝑞𝑎)−2

𝑀
∑
𝑚=1

𝑚−3 sin2 (𝑚𝑞𝑎
2 ) + ∫

∞

𝑀𝑞𝑎
𝑡−3 sin2 (𝑡/2)𝑑𝑡] (17)

其中 𝑀 = ⌊(𝑞𝑎)−1⌋. 第二项积分是一个常数，不属于领头项. 注意到 sin2 (𝑚𝑞𝑎
2 ) = ∑∞

𝑛=1
(𝑚𝑞𝑎)2𝑛

(2𝑛)! ，则有

(𝑞𝑎)−2
𝑀

∑
𝑚=1

𝑚−3 sin2 (𝑚𝑞𝑎
2 ) =

𝑀
∑
𝑚=1

1
4𝑚 +

∞
∑
𝑛=2

𝑀
∑
𝑚=1

(𝑞𝑎)2𝑛−2

(2𝑛)! 𝑚2𝑛−3 (18)

对于 𝑛 ≥ 2,

𝑀
∑
𝑚=1

(𝑞𝑎)2𝑛−2

(2𝑛)! 𝑚2𝑛−3 =
𝑀

∑
𝑚=1

(𝑞𝑎)
(2𝑛)! (𝑞𝑎𝑚)2𝑛−2 ∼ ∫

1

0

𝑑𝑥
(2𝑛)!𝑥

2𝑛−2 = 1
(2𝑛)!(2𝑛 − 1) (19)

因此 (18) 式的第二项关于 𝑛 的无穷级数收敛到一个常数，也不属于领头阶. 所以领头阶由级数

𝑀
∑
𝑚=1

1
4𝑚 ∼ 1

4(log 𝑀 + 𝛾) ≈ −1
4 log |𝑞𝑎| (20)

给出. 最终 𝜔 的领头阶为
𝜔 = 𝜔0√−(𝑞𝑎)2 log |𝑞𝑎| (21)



3. 简谐势系数和弹簧的劲度系数

(a)

由 𝐾𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′) = 𝐾𝛼𝛽(𝑹′ − 𝑹)，可得

𝑉 = 𝑉0 + 1
4 ∑

𝑹𝛼,𝑹′𝛽
𝐾𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′)[𝑢𝛼(𝑹)𝑢𝛽(𝑹) + 𝑢𝛼(𝑹′)𝑢𝛽(𝑹′) − 𝑢𝛼(𝑹)𝑢𝛽(𝑹′) − 𝑢𝛼(𝑹′)𝑢𝛽(𝑹)] (22)

= 𝑉0 + 1
2 ∑

𝑹𝛼,𝑹′𝛽
𝐾𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′)[𝑢𝛼(𝑹)𝑢𝛽(𝑹) − 𝑢𝛼(𝑹)𝑢𝛽(𝑹′)] (23)

= 𝑉0 + 1
2 ∑

𝑹𝛼,𝑹′𝛽
[∑

𝑹′′
𝐾𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′′)𝛿𝑹𝑹′ − 𝐾𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′)] 𝑢𝛼(𝑹)𝑢𝛽(𝑹′) (24)

故
𝑉 𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′) = ∑

𝑹′′
𝐾𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′′)𝛿𝑹𝑹′ − 𝐾𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′) (25)

(b)

𝐷𝛼𝛽(𝒒) = 1
𝑀 ∑

𝑹
𝑉 𝛼𝛽(𝑹)𝑒i𝒒⋅𝑹 (26)

= 1
𝑀 ∑

𝑹
𝑒i𝒒⋅𝑹 [∑

𝑹′′
𝐾𝛼𝛽(𝑹 − 𝑹′′)𝛿𝑹0 − 𝐾𝛼𝛽(𝑹)] (27)

= 1
𝑀 ∑

𝑹
𝐾𝛼𝛽(𝑹)(1 − 𝑒i𝒒⋅𝑹) = 1

𝑀 ∑
𝑹

𝐾𝛼𝛽(𝑹) (1 − 𝑒i𝒒⋅𝑹 + 𝑒−i𝒒⋅𝑹

2 ) (28)

= 1
𝑀 ∑

𝑹
𝐾𝛼𝛽(𝑹) (1 − cos 𝒒 ⋅ 𝑹) (29)

给定 𝒒，𝐷𝛼𝛽(𝒒) 的本征值为 𝜔2(𝒒𝑠)，由于对角化不改变矩阵的迹，有

∑
𝑠

𝜔2(𝒒𝑠) = Tr D(𝒒) = 1
𝑀 ∑

𝑹𝛼
𝐾𝛼𝛼(𝑹) (1 − cos 𝒒 ⋅ 𝑹) (30)

于是

∫ 𝜔2𝑔(𝜔)d𝜔 = ∑
𝑠

∫
BZ

d𝑑𝒒
(2𝜋)𝑑 𝜔2(𝒒𝑠) (31)

= 1
𝑀 ∑

𝑹𝛼
𝐾𝛼𝛼(𝑹) ∫

BZ

d𝑑𝒒
(2𝜋)𝑑 (1 − cos 𝒒 ⋅ 𝑹) (32)

注意到

∫
BZ

d𝑑𝒒
(2𝜋)𝑑 cos 𝒒 ⋅ 𝑹 = Re ∫

BZ

d𝑑𝒒
(2𝜋)𝑑 𝑒i𝒒⋅𝑹 = 1

𝑉𝑐
𝛿𝑹0, ∫

BZ

d𝑑𝒒
(2𝜋)𝑑 = 1

𝑉𝑐
(33)

由于是单原子晶体，𝑛 = 1/𝑉𝑐, 代入 (32) 可得

∫ 𝜔2𝑔(𝜔)d𝜔 = 1
𝑀 ∑

𝑹𝛼
𝐾𝛼𝛼(𝑹) 1

𝑉𝑐
(1 − 𝛿𝑹0) (34)

= 𝑛
𝑀 ∑

𝑹≠0
∑

𝛼
𝐾𝛼𝛼(𝑹) (35)


