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晶面和晶向, 米勒指数



晶列

布拉维点阵的格点可以看成分列在一系列相互平行的直线族上，这些直线族称为晶列
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晶向 crystallographic direction

• 各向异性：晶体性质随方向变化, 弹性模量、电导率、热导率等
• 每个非零格矢定义一个晶向. 如果 R⃗ = u1a⃗1 + u2a⃗2 + u3a⃗3 沿着某晶
向的最短非零格矢, 则该晶向记作有序数组

[u1u2u3] (1)

如果 ui < 0, 写作 |ui|. 例如, [12̄0] = a⃗1 − 2⃗a2.
• 由晶体对称性联系起来的等效方向集合成为晶向族, 记作 〈u1u2u3〉

简单立方晶格
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六方晶系的晶向的指数表示

• 六方晶系 (或者采用六方晶胞的菱方结构) 通常引入 4 基矢
a⃗1, a⃗2, a⃗3, c⃗, 晶向记号需 4 个指标 (对晶向描述这是笨拙的)

• 首先假装只有三个基矢, a⃗1, a⃗2, c⃗, 确定晶向记号的 3 个数字
[u1u2u3], 则 4 指标的晶向记号为 [uvtw]

u =
1
3 (2u1 − u2), v =

1
3 (2u2 − u1), t = −(u+ v), w = u3. (2)

满足 u⃗a1 + v⃗a2 + t⃗a3 + w⃗c ‖ u1a⃗1 + u2a⃗2 + u3c⃗. 反之

u1 = u − t, u2 = v − t, u3 = w. (3)

• 最后通分简化, 得到整数晶向指标 [uvtw]

a⃗3 = −a⃗1 − a⃗2

a⃗1 = [100] 7→ [ 2
3

1̄
3

1̄
3 0] 7→ [21̄1̄0]

a⃗2 = [010] 7→ [ 1̄
3

2
3

1̄
3 0] 7→ [1̄21̄0]

a⃗3 = [010] 7→ [ 1̄
3

1̄
3

2
3 0] 7→ [1̄1̄20]
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晶面

• 任选三个不共线的格点，通过这些点的平面称为晶面
• 我们同样希望构建一种表示晶面的记号, 适用于所有的布拉维
格子, 且不依赖于具体的晶胞参数

• 定义: 给定晶格基矢 a⃗1, a⃗2, a⃗3, 晶面的米勒指标 (hkl) – 注意
圆括弧 – 对应的晶面在三个基矢上的截距为

a⃗1/h, a⃗2/k, a⃗3/l, h, k, l ∈ Z (4)

如果 h, k, l 其中之一为零, 则该晶面为平行于对应基矢.
• 为什么可以这么做? 考虑原来的截距 αa⃗1, βa⃗2, γa⃗3

(α, β, γ ∈ Q) 的晶面, 经如下变换可以转化为平移等价的平面

α =
q1
p1

, β =
q2
p2

, γ =
q3
p3

7→ α′ =
1

p1q2q3
, β′ =

1
p2q1q3

, γ′ =
1

p3q1q2
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米勒指标

确定米勒指标的步骤:
1. 如果晶面通过原点, 平移到过原点
2. 确定晶面在三个基矢上的截距

αa⃗1, βa⃗2, γa⃗3

3. 有序数组 ( 1
α

1
β

1
γ ), 取 1

∞ 7→ 0
4. 约化到最小整数比 (hkl). 负号写头顶
注意:

• 指数越小，面间距也越大
• (hkl) 指定了一组等间距的平行晶面
• 虽然上面的构造过程得到的 h, k, l 互质,
但是将其同时扩大整数倍, h′ = nh,
k′ = nk, l′ = nl (n 6= 0) 仍有意义
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关于米勒指数互质与否的问题

Uri Shmueli. Theories and Techniques of Crystal Structure Determination (OUP 2007), pp. 10
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关于米勒指数互质与否的问题

Erich H. Kisi and Christopher J. Howard. Applications of Neutron Powder Diffraction (OUP 2008), pp. 27

我认为主要问题是所取的基矢是否为初基基矢?

• 如果所取的基矢为初基基矢, 则互质的 (hkl)(公约数只有 ±1) 就可以指定所有可以通过
平移联系的等价晶面

• 如果所取的基矢不是初基基矢, 例如惯用晶胞加心的情形, 则需要引入不互质的 (hkl)
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六方晶胞的米勒-布拉维指数

• 对于六方晶胞 (六方或者菱方晶系), 同样也使用 4 基矢体系
• 对应的米勒-布拉维指数为 (hkil), 其中 h, k, l 与通常的米勒指数一样,

i = −(h + k) (5)
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米勒指数
• 晶面族: 由晶体对称性等价的一系列晶面组成晶面
族, 记作 {hkl}

• 例如: 体心立方单原子晶体, {222} 晶面族包含

(222), (2̄22), (2̄2̄2), (22̄2), (2̄2̄2̄), (22̄2̄), (222̄), (2̄22̄).

• 六方晶胞:

{112̄0} = {(112̄0), (12̄10), (2̄110), (1̄1̄20), (1̄21̄0), (21̄1̄0)}

• 一个晶面族包含的独立晶面数量称为简并度
(multiplicity). 晶面族的简并度与晶体对称性有关.
一般而言, 对称性越高, 简并度越高

米勒指数 (hkl) 描述晶面的取向. 有序数组 (hkl) 可以看作一个向量吗? 如果可以, 它和法向
量有什么关系?
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米勒指数
• 晶面族: 由晶体对称性等价的一系列晶面组成晶面
族, 记作 {hkl}

• 例如: 体心立方单原子晶体, {222} 晶面族包含

(222), (2̄22), (2̄2̄2), (22̄2), (2̄2̄2̄), (22̄2̄), (222̄), (2̄22̄).

• 六方晶胞:

{112̄0} = {(112̄0), (12̄10), (2̄110)((((((((((hhhhhhhhhh, (1̄1̄20), (1̄21̄0), (21̄1̄0)}

• 一个晶面族包含的独立晶面数量称为简并度
(multiplicity). 晶面族的简并度与晶体对称性有关.
一般而言, 对称性越高, 简并度越高

米勒指数 (hkl) 描述晶面的取向. 有序数组 (hkl) 可以看作一个向量吗? 如果可以, 它和法向
量有什么关系?
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倒格子和倒空间



晶面的方程

• 给定在三个晶轴方向上截点为 a⃗1/h, a⃗2/k, a⃗3/l 的晶面, 其方程为

r⃗ · ξ⃗ = 1

则矢量 ξ⃗ 满足 ξ⃗ · a⃗1 = h, ξ⃗ · a⃗2 = k, ξ⃗ · a⃗3 = l.
• 那么, 可以把 ξ⃗ 写作 ξ⃗ = h⃗e1 + k⃗e2 + l⃗e3, 其中基矢 e⃗1, e⃗2, e⃗3 满足如下正交关系

a⃗i · e⃗j = δij.

• 在固体物理中，通常在以上正交关系中引入 2π 因子, 要求基矢 b⃗1, b⃗2, b⃗3 满足如下正交
关系

a⃗i · b⃗j = 2πδij, i, j = 1, 2, 3. (6)
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法向量，晶面间距
• 对应晶面 (hkl) 方程

r⃗ · g⃗ = n2π, n ∈ Z. (7)

• 按以上正交关系(6), 晶面的法向量为

g⃗ = hb⃗1 + kb⃗2 + l⃗b3, (8)

• 两个相邻的晶面对应 n 和 n + 1. 取 n = 0 则其间距为 (WLOG, 取 h 6= 0)

d(hkl) = a⃗1
h · ĝ =

a⃗1
h · g⃗

g =
2π
g (9)
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怎么计算 g?

• 计算 g⃗ 的模长
g =

√
g⃗ · g⃗ =

√
gigjb⃗i · b⃗j =

√gigjωij

• 其中引入 b⃗i 基的度规 ωij
ωij = bibj cos(θij)

ω =

 b2
1 b1b2 cos γ∗ b1b3 cosβ∗

b1b2 cos γ∗ b2
2 b2b3 cosα∗

b1b3 cosβ∗ b2b3 cosα∗ b2
3


• 例如

ω正交 = (2π)2


1
a2

1
0 0

0 1
a2

2
0

0 0 1
a2

3

 (10)
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晶面间距

下面给出一些晶系的晶面距离通式 (基于惯用晶胞)

立方晶系: d(hkl) = a√
h2 + k2 + l2

, (a = b = c)

四方晶系: d(hkl) = a√
h2 + k2 +

( a
c
)2 l2

, (a = b 6= c)

正交晶系: d(hkl) = 1√( h
a
)2

+
( k

b
)2

+
( l

c
)2
, (a 6= b 6= c)

六方晶系: d(hkl) = a√
4
3 (h2 + hk + k2) +

( a
c
)2 l2

, (a = b 6= c)
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历史: 威廉・霍勒斯・米勒

图源: 维某基

威廉・霍勒斯・米勒（William Hallowes Miller，1801–1880 年，
图 5.11(b)）是一位英国矿物学家与晶体学家。虽然所谓的米
勒指数（Miller indices）早先已由其他晶体学家提出，但因米
勒在其著作与教学实践中广泛运用该指数，故这一命名被归
功于他。米勒指数与所谓的魏斯指数（Weiss indices）互为倒
数关系。米勒还创立了沿用至今的 (hkl) 符号体系来指代这些
指数。此外，米勒于 1839 年研制出首台双圆测角仪。

A Treatise on Crystallography.
W. H. Miller (Cambridge 1839).
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倒格子

• 重新考虑晶面的法向量 g⃗, 考虑所有可能的整数组合 h, k, l.

g⃗ = hb⃗1 + kb⃗2 + l⃗b3, h, k, l ∈ Z. (11)

这定义一套新的布拉维格子，称为倒格子, g⃗ 称为倒格矢. 原布拉维格子称为正格子.
• 基矢 b⃗1, b⃗2, b⃗3 满足正交关系(6), 可以显式写为 (Vc 为格子单胞体积)

b⃗1 =
2π
Vc

a⃗2 × a⃗3, b⃗2 =
2π
Vc

a⃗3 × a⃗1, b⃗3 =
2π
Vc

a⃗1 × a⃗2. (12)

• 倒格子存在的空间成为倒空间, 或者称为波矢空间或k⃗-空间, 因为 b⃗i 具有波矢量纲

k⃗ =
d∑

i=1
kib⃗i, ki ∈ R. (13)
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倒格子与正格子

• 倒格子原胞的体积为
V∗

c = b⃗1 · b⃗2 × b⃗3 =
(2π)3

Vc
. (14)

• 引入正格子和倒格子的基矢矩阵

A = [a1, a2, a3] =

ax1 ax2 ax3
ay1 ay2 ay3
az1 az2 az3

 , B = [b1,b2,b3] =

bx1 bx2 bx3
by1 by2 by3
bz1 bz2 bz3

 . (15)

• 正交关系：A⊺B = B⊺A = I3×3. 因此 B⊺ = 2πA−1.
• 例: 面心立方晶格的倒格子是体心立方, 反之体心立方格子的倒格子是面心立方.

A =
a
2

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 , B =
2π
a

 −1 1 1
1 −1 1
1 1 −1


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倒格子: 推广到 d 维
• 对于 d 维布拉维格子，可以通过正交关系引入其倒格子基矢

a⃗i · b⃗j = 2πδij, i = 1, . . . , d. (16)

g⃗i =
d∑

i=1
hib⃗i, hi ∈ Z. (17)

a⃗1

a⃗2

二维六方格子

b⃗1

b⃗2

倒格子
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为何引入到空间的概念？矢量内积
• 在笛卡尔基下, 由于基矢正交归一, 矢量内积可以计算如下

u⃗ · v⃗ =
∑

ij
ũiṽjêi · êj =

∑
i

ũiṽi,

• 但是晶格的基矢不一定正交, 度规 ωij = a⃗i · a⃗j 不是单位矩阵, 没有正交基下的简化

u⃗ · v⃗ =
∑

ij
u′

iv′j âi · âj =
∑

ij
u′

iv′jωij

• 如果对于两个矢量分别用正基矢和倒基矢 (互为对偶基矢，合称双正交体系) 展开

r⃗ =
d∑

i=1
xi⃗ai, k⃗ =

d∑
i=1

kib⃗i (18)

则矢量内积可写为
k⃗ · r⃗ = 2π

∑
i

kixi
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为何引入到空间的概念？傅立叶变换

• 理想晶体具有空间周期性, 因此傅里叶变换在处理晶体问题时是重要的工具.
• 对于可积函数 f(⃗r), 傅里叶变换由如下关系给出

f⃗k =

∫
d⃗r e−i⃗k·⃗rf(⃗r), f(⃗r) =

∫ d⃗k
(2π)d ei⃗k·⃗r f⃗k. (19)

∫
d⃗r e−i(⃗k−k⃗′)·⃗r = (2π)dδ(⃗k − k⃗′). (20)

• 如果 f(⃗r) 为周期函数, f⃗k = e−i⃗k·R⃗ f⃗k, 傅立叶分量 f⃗k 仅在 k⃗ 为倒格矢时非零
• 因此，给定布拉维格子 (正格子)DL = {R⃗}, 可以定义倒格子 (RL) 如下

RL = {⃗k|ei⃗k·R⃗ = 1, ∀R⃗ ∈ DL}. (21)

• 推论: DL(格子，不是晶体) 和 RL 具有相同的点群对称性
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傅立叶级数

晶体中的许多物理量是周期函数, 例如电荷密度、电势等, 可以写为傅里叶级数

f(⃗r) =
∑

g⃗
f⃗gei⃗g·⃗r,

f⃗g =
1
Vc

∫
单胞

d⃗re−i⃗g·⃗rf(⃗r).
(22)

f⃗g =
1
Vc

∫
uc

d⃗r e−i⃗k·⃗rf(⃗r) = 1
Vc

∑
g⃗′

∫
uc

d⃗r e−i(⃗g−g⃗′)·⃗r f⃗g′

=
1
V
∑

g⃗′

∑
R⃗

∫
uc(R⃗)

d⃗r e−i(⃗g−g⃗′)·⃗r f⃗g′

=
∑

g⃗′

(2π)d

V δ(⃗g − g⃗′)f⃗g′ =
∑

g⃗′
δ⃗g,⃗g′ f⃗g′ = f⃗g
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布里渊区
• 倒格子的魏格纳-赛茨原胞称为 (第一) 布里渊区.
• 可以推广到高阶布里渊区: 第 n 布里渊区是从到空间原点出发需要跨越 n − 1 个布拉格
面才能到达的点的集合.

• 布拉格面是原点和倒格点 g⃗ 连线的垂直平分面, 也称为布里渊区边界 (zone boundary)

r⃗ · g⃗ =
1
2g2 (23)
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布里渊区

布里渊区的形状、高对称点和路径等信息: Mathematical theory of the symmetry in solids.
Bradley and Cracknell. (OUP 2010)
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